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引 言

惯性导航系统 (Inertial Navigation System, INS) 是一个自主的、完备的三维航位推算系统。对于
平台式惯导，陀螺稳定平台这一机电结构的存在使得加速度计的物理安装轴线始终跟踪并对齐当地地

理坐标系的东向、北向和垂向，这样只需对三个加速度计的测量值按时间做一次和两次积分即可得到

载体的速度和位置。我们课程关心捷联惯性导航系统，即惯性传感器（陀螺和加速度计）直接与载体绑

定固联，加速度计的安装轴线不再时刻跟踪当地地理坐标系了。因此，在做捷联惯性导航计算时要时刻

计算出载体相对于参考坐标系（如当地水平坐标系）坐标轴的相对空间朝向关系，即载体的姿态；从而

将加速度计的比力测量值投影变换到参考坐标下，然后，再对其参考系下的比力投影分量进行积分运算

解得载体的速度和位置。这就是完整的捷联惯性导航解算过程，其中载体姿态、速度和位置三组参数的

解算过程分别称之为捷联惯性导航的姿态更新、速度更新和位置更新。由此可见，在捷联惯性导航解算

中，求解载体的姿态有两个重要的作用，一是输出载体的姿态这一重要导航参数，二是用于实现加速度

计比力测量值的坐标变换。姿态更新算法是捷联惯性导航算法的核心，对整个系统的解算精度影响最

为突出，其作用至关重要。

我们使用向量可以很方便地描述三维空间中载体的速度和位置，但是要描述载体的姿态则没有那

么容易。例如，我们可以说“飞机机头北偏东 30◦，机头相对当地水平面抬升 5◦”这样的话来描述飞机

的姿态。但是这种自然语言描述起来比较繁琐，我们希望用一种像向量这样简洁的数学语言来描述它，

这种描述姿态的数学语言我们称之为姿态表达式。我们将介绍四种常用的姿态表达式，包括欧拉角、方

向余弦矩阵、四元数和等效旋转矢量。为什么要介绍多种姿态表达式呢，能只学一种吗？当然可以，但

是后续我们会发现，这四种姿态表达式各有优缺点，综合使用更加方便。例如，用欧拉角描述载体的空

间轴向非常直观，但它却无法用于全姿态导航解算，并且要实现比力测量值的坐标变换，须转换成对应

的方向余弦矩阵或四元数；方向余弦矩阵用于实现向量的投影变换非常方便，但是通过求解方向余弦矩

阵或四元数的微分方程来实现姿态解算时都会不可避免地遇到“不可交换性误差”，而这个问题却可以

通过使用等效旋转矢量从理论上得到完美的解决。因此，在实际惯性导航应用中，我们往往会灵活选用

多种不同的姿态表达式，取长补短。

当载体运动时，其姿态也随时间变化，那么我们如何描述姿态的变化规律呢？在实际工程应用中，

我们又怎样实现载体姿态的递推计算？这些问题将在本讲义中得到解答，我们常用姿态表达式的时间

导数或叫微分方程来描述载体姿态随时间的变化规律，然后通过求解这个微分方程得到载体姿态的递

推计算式，从而可编程实现载体姿态的更新计算。所以接下来我们将按如下的逻辑来介绍四种姿态表

达式：首先给出姿态表达式的定义，然后推导其微分方程，最后求解微分方程得到姿态更新表达式。在

本讲义末尾，我们给出了一个综合使用了多种姿态表达式的惯性导航姿态更新算法示例，以帮助大家从

前面繁重的公式推导中抽身出来，避免“只见树木不见森林”。
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1 欧拉角法

一个直角坐标系相对于另一个直角坐标系的方位关系，可通过三个依次转动来描述，每次旋转所绕

的坐标轴与前后旋转轴正交。欧拉证明任意两个正交坐标系之间的相对朝向关系可以通过一组不少于

3 的角度来描述，这三次旋转的转角称为一组欧拉角，最早由欧拉（Leonhard Euler ）提出而得名。欧
拉角是一种用于描述两个坐标系之间相对姿态的经典方法，物理含义直观，易于理解，尤其是用于描述

载体坐标系相对于当地导航坐标系的运动。

1.1 欧拉角组

图 1 是一个用欧拉角组1表示两个坐标系间转动关系的示例：对直角坐标系 β 施以下三次转动，使

其最终与坐标系 α 对齐。

1. 坐标系 β（oxβyβzβ），绕其 z 轴正方向转动角度 ψ，得到第一过渡坐标系 oxψyψzψ ，β 与第一

过渡坐标系具有共同的 z 轴，即 zβ = zψ。

2. 第一过渡坐标系 oxψyψzψ 绕其 yψ 轴正方向转动角度 θ，得到第二过渡坐标系 oxθyθzθ，两个过

渡坐标系具有共同的 y 轴，即 yθ = yψ。本次转动的坐标轴 yψ 与第一次转动的旋转轴 zψ 垂直。

3. 第二过渡坐标系 oxθyθzθ 绕其 xθ 轴正方向转动角度 ϕ，得到坐标系 α（oxαyαzα）。本次转动的

坐标轴 xθ 与第二次转动的旋转轴 yθ 垂直。

上述转轴顺序可简记为“ZYX”，即表示依次绕初始坐标系 z 轴，第一过渡坐标系 y 轴和第二过渡
坐标系的 x 轴旋转，一些文献中也用数字的形式记作“321”，即用 1, 2 和 3 分别表示 x, y 和 z 轴的
转动。在给定一组欧拉角表示两个坐标系间的姿态关系时，一定要同时指定对应的转轴顺序才有意义。

因为两个坐标系之间的相对关系可以通过多种不同的等价转动来描述，这涉及到转动轴和转轴顺序的

选择等。我们可以根据需要选择不同的欧拉角组来实现同样的坐标系转动变换。例如针对两个右手直角

坐标系，第一次转动，可以绕三个轴中的任一个转动，故有 3 种选择，第二次转动，则可以绕其它两个
轴中的任一个转动，所以又有 2 种可能性，第三次转动，又可以绕另外两根轴的任一个转动（注意，相
邻两次转动的旋转轴不同即可），又有两种可能性。因此，可供选择的欧拉角组共有 N = 3× 2× 2 = 12

种，其排列组合包括’ZYX’, ’ZYZ’, ’ZXY’, ’ZXZ’, ’YXZ’, ’YXY’, ’YZX’, ’YZY’, ’XYZ’, ’XYX’, ’XZY’,
’XZX’。注意：在我们的课程和讲义中，除非特别说明，默认使用“ZYX(321)”形式的欧拉角组。
关于这一问题可阅读参考文献 [4] 进行更深入的学习。也可使用 MATLAB 软件2自带的函数做一

些欧拉角与其它姿态表达式转换，通过实际练习来加深对这一问题的理解。例如 MATLAB 自带的函
数 angle2dcm 可根据给定的欧拉角计算对应方向余弦矩阵（将在下一小节介绍），使用语法为”dcm =
angle2dcm( yaw, pitch, roll, ’ZYX’ )”，在给定欧拉角的同时必须指定对应的转轴顺序。

1 yaw = 0.7854; pitch = 0 . 1 ; r o l l = 0; % 给定三个欧拉角，单位 rad
2 dcm1 = angle2dcm (yaw, pitch , r o l l , ' zyx ' ) ; % 按ZYX(321)形式定义的欧拉角
3 dcm2 = angle2dcm (yaw, pitch , r o l l , ' zyz ' ) ; % 按ZYZ(323)形式定义的欧拉角
4 % 比较 dcm1 与 dcm2 的差异

1欧拉角组即一组欧拉角的意思，后续为描述方便，将简写为欧拉角。
2注意，需安装 MATLAB 2018 或更新的版本，并安装 Aerospace Toolbox。

1
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图 1: 三次欧拉角的转动

1.2 导航姿态角的定义

如前面所述，两个坐标系之间的方位关系可以用多组不同的欧拉角来描述，这些选择都是等价的。

也即首先指定一个参考坐标系，然后用一组欧拉角来描述与载体（如地面车辆和飞机等）固联的坐标系

相对于参考坐标系的空间指向。在地球附近的导航应用中，参考坐标系一般默认选择当地地理坐标系，

而动坐标系为与运载体固联的坐标系。与载体固联的三轴通常称为纵轴、横轴和立轴，它们在物理上具

有明确的含义，是绝大多数运动和控制的参考基准。只有明确定义了载体的坐标轴之后讨论其导航姿

态角才有意义。以地面车辆这一载体为例，纵轴沿车辆前后方向，取前向为正；横轴沿车辆左右方向，

取向右为正；立轴沿车辆上下方向，取向下为正。描述载体的一组欧拉角通常也称为姿态角，包括航向

角、俯仰角和横滚角，各角的定义与载体的物理轴向紧密关联。在导航应用中采用以下约定方式定义导

航姿态角：

(1) 航向角：载体纵轴正方向在当地水平面上的投影与当地地理北向的夹角，常取北偏东为正，一般
用 ψ 表示，角度范围为 0 ∼ 360◦ 或 −180◦ ∼ +180◦。

(2) 俯仰角：载体纵轴正方向与其水平投影线之间的夹角，当载体“抬头”时定义为正，一般用 θ 表

示，取值范围为 −90◦ ∼ 90◦。

(3) 横滚角：载体立轴正方向与载体纵轴所在铅垂面之间的夹角，当载体向右倾斜（如飞机右机翼下
压）时为正，用 ϕ 表示，取值范围为 −180◦ ∼ +180◦。

从上述定义可以看出，导航姿态角与载体的物理轴向紧密关联，而与载体坐标系（b 系）的具体选
择没有关系。这句话怎么理解呢？我们举个例子：对于地面车辆，只要我们定义好了车辆的纵轴、横轴和

立轴就可以开始描述它的姿态了，而在导航解算中我们可以将 b 系定义为“右-前-上”或者“前-右-下”
的数学形式，但是不管我们选择哪种 b 系的数学定义，车体的姿态都还是按照上面的姿态角约定方式

定义的，也即与 b 系的选择无关。

在我们的课程和讲义中，当地地理坐标系和载体坐标系都给出了具体的数学定义，其中当地地理坐

标系（n 系），也即导航坐标系的三轴分别指向北向、东向和地向，即“北-东-地（NED）”坐标系；载
体坐标系（b 系）的三轴分别指向纵轴前向、横轴右向和立轴向下，即“前-右-下（FRD）”坐标系。针
对这样定义的 n 系和 b 系，载体的姿态角定义则对应于“ZYX”或 321 形式的欧拉角组。即 n 系分别
绕 z 轴旋转 ψ、绕过渡 y 轴转动 θ 和过渡 x 轴转动 ϕ 后 b 系对齐。

2
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在一些文献中，“姿态”只用于特指横滚角和俯仰角，而不包含航向角，因此他们称上述欧拉角组

为姿态和航向。在我们的讲义中，说到“姿态”则默认包含了横滚、俯仰和航向三个分量。

练习题：根据姿态角的定义，横滚、俯仰和航向看似三个分离的角度，尝试证明他们与三次转动对

应的欧拉角本质上是相同的三个角度。

1.3 用欧拉角表示旋转矩阵

欧拉角也可以用来表示任意三维向量 v 在不同坐标系间的投影变换，但是要先转成相应的姿态矩

阵。接下来，我们讨论如何根据欧拉角计算对应的坐标转换矩阵，也称姿态矩阵或方向余弦矩阵（将在

下小节给出定义）。不失一般性，我们以 n 系和 b 系为例进行说明，以 n 系为参考系，而 b 系为动坐
标系。向量 v 在 n 系和 b 系的坐标分别记作 vn = [xn yn zn]T 和 vb = [xb yb zb]T。

在初始时刻，假定坐标系 b0 与 n 系重合，第一次转动是 b0 绕其 z 轴（即 n 系的 z 轴）转动 ψ

角。此时 b0 转到 b′ 的位置，向量 v 在 b′ 与 n 系之间的投影变换关系为
xb

′

yb
′

zb
′

 =


cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1



xn

yn

zn

 (1)

第二次转动，b′ 系绕其 y 轴转动 θ 角。此时 b′ 转到 b′′ 的位置，向量 v 在 b′ 与 b′′ 系之间的投影

变换关系为 
xb

′′

yb
′′

zb
′′

 =


cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ



xb

′

yb
′

zb
′

 (2)

第三次转动，b′′ 系绕其 x 轴转动 ϕ 角。此时 b′′ 转到 b 的位置，向量 v 在 b′′ 与 b 系之间的投影

变换关系为 
xb

yb

zb

 =


1 0 0

0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ



xb

′′

yb
′′

zb
′′

 (3)

将式(1)带入(2)，再带入(3)，可得向量 v 的投影从 n 到 b 系之间的变换关系为
xb

yb

zb

 =


1 0 0

0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ




cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ




cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1



xn

yn

zn



=


cθcψ cθsψ −sθ

−cϕsψ + sϕsθcψ cϕcψ + sϕsθsψ sϕcθ

sϕsψ + cϕsθcψ −sϕcψ + cϕsθsψ cϕcθ



xn

yn

zn


(4)

式中，为书写方便采用了如下简写：cx = cos(x), sx = sin(x), x = ϕ, θ, ψ。将上式写成矩阵形式，有

vb = CFRD
NED

(
ψ, θ, ϕ

)
vn (5)

3
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其中

CFRD
NED

(
ψ, θ, ϕ

)
=


cθcψ cθsψ −sθ

−cϕsψ + sϕsθcψ cϕcψ + sϕsθsψ sϕcθ

sϕsψ + cϕsθcψ −sϕcψ + cϕsθsψ cϕcθ

 (6)

式中 CFRD
NED

(
ψ, θ, ϕ

)
即姿态矩阵。它是由三次转动的变换矩阵连乘得到。我们在式中明确写出

了参考系和动坐标系的数学定义（即 NED 和 FRD），并明确给出了转动顺序 ψ → θ → ϕ。后面为了

书写的简洁，在不引起歧义的情况下，我们将其简写为 Cb
n。

练习题：将 IMU 在 0 时刻和 t 时刻的坐标系分别记为 b(0) 系和 b(t) 系，陀螺在 [0, t] 时段内输

出的角增量记为 ∆θ = [∆θx, ∆θy, ∆θz]
T，可将角增量看做是两个坐标系的相对欧拉角，并忽略测

量误差，根据上面欧拉角与姿态矩阵的转换关系，尝试写出 Cb(t)
b(0) 及其转置 (Cb(t)

b(0))
T 的表达式。进一

步假设 ∆θ 的三个分量均为小角度，写出两个矩阵的近似表达式。

1.4 姿态角微分方程

假设姿态角 ϕ，θ 和 ψ 都是时间的函数，式(6)两边对时间求导，其结果与2.3.2节的方向余弦矩阵
微分方程 Ċn

b = Cn
b

(
ωb
nb×

)
对比，可得欧拉角的微分方程组
ϕ̇

θ̇

ψ̇

 =


1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ
0 cosϕ − sinϕ

0
sinϕ
cos θ

cosϕ
cos θ



ωbnb,x

ωbnb,y

ωbnb,z

 (7)

上述微分方程组的详细推导可参考 [1, p.248] 或 [3, p.3-57]。理论上求解这个微分方程组就可以得
到三个欧拉角，实现姿态角的递推计算。但是，从上式可以看出欧拉角微分方程是一组强非线性微分方

程，即微分方程的系数中（上式等号右边的第一个矩阵）包含了大量姿态角的三角函数。一般情况下，

很难求解得到上述微分方程组的解析解，工程应用中通过数值积分的方法得到其近似解。另外，微分方

程的系数分母中含有 cos θ，在 θ = ±90◦ 附近无法通过角速度进行欧拉角的数值求解。因此，θ = ±90◦

是“N-E-D, 321”形式欧拉角的奇异点。因为存在这一问题，在导航应用中姿态解算很少使用欧拉角法，
在航天飞行器姿态控制的特定应用中会选择求解上述微分方程的方式来进行姿态计算，有兴趣的读者

可阅读文献 [5]。

1.5 欧拉角在应用中的问题

欧拉角具有物理含义直观，易于理解的优点，在导航应用中常被用于描述惯性测量单元（IMU）或
载体的姿态。另外，根据欧拉角组计算得到的姿态矩阵，式(6)，永远是正交阵，用这个矩阵进行加速度
信息的坐标变换时，变换后的信息中不存在非正交误差。因此，用欧拉角法得到的姿态矩阵无需进行正

交化处理。

然而，欧拉角有一个重大缺点是当俯仰角为 ±90◦ 时，欧拉角变换存在奇异值，此时无法区分横滚

角和航向角。因为当俯仰角为 90◦ 时，飞机的纵轴与地理北向垂直，而当飞机绕其 z 轴转动时，飞机的
纵轴与当地北向的夹角式中保持垂直，即此时无法区分航向角和横滚角。这有点类似于我们在北极点

时无法再区分北向和东向一样。因此，由于存在上述问题，欧拉角法不能用于全姿态飞行器上。这一现

象还可从以下角度进行描述。
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• 方程式的退化问题。如前面所述，当俯仰角 θ = ±90◦ 时，无法根据角速度测量值求解欧拉角微

分方程，进行姿态更新，因为此时分母中的 cos θ = 0，这也被称为奇异性问题。

• 著名的万向锁问题（Gimbal Lock）。在俯仰角为 ±90◦ 时，第一次旋转与第三次旋转的旋转轴共

线，使得系统丢失了一个自由度（由 3 次旋转变成了 2 次旋转），相应于平台式系统导航平台的
锁定。

在使用欧拉角组来表达姿态时，应注意以下两个问题，即欧拉角组不能直接加减，欧拉角组不能线

性内插。

(1) 欧拉角组不能直接加减。在实际导航应用中，我们常将一个欧拉角组的三个角度写成三维向量
的形式，如 EulerNED-FRD =

(
ϕ θ ψ

)
，或者

EulerNED-FRD =


ϕ

θ

ψ


在此再次强调，上面的欧拉角组表示的是 NED n 系与 FRD b 系之间按 ZYX 顺序定义的欧拉角，

只是书写时将三个角度按转动的倒序排列，在实际使用时要特别注意。上面欧拉角组的三个角度虽然

具有三维向量的形式，但却不具有三维向量的性质。因为，我们不能将连续的任意两次旋转简单地表示

为两组欧拉角相加。

如何理解上面这句话，我们举个例子：在评估组合导航系统姿态精度的时候，需要对比待测系统与

参考系统的姿态来得到待测系统的姿态误差序列。一般情况下，不能将两个系统的欧拉角序列直接相

减（这也是初学者非常容易犯的错误），正确的做法，应该是得到两个 IMU 姿态结果的方向余弦矩阵，
然后再将其转换成欧拉角。

Cb2
b1

= Cb2
n Cn

b1
(8)

然后，根据矩阵 Cb2
b1
反算出对应的欧拉角序列，即待测系统的姿态误差序列。只有当待测系统与

参考系统大致对齐，只存在小角度偏差时，用欧拉角直接相减，将近似等于上面公式的计算结果。

(2) 欧拉角组不能内插。例如 0.5EulerNED-FRD = 0.5
(
ϕ θ ψ

)
，不能表达“转动一半”的物理含

义。

要点回顾

欧拉角要点回顾

1 两个正交坐标系之间的相对朝向关系可以通过一组欧拉角组来描述，给定一组欧拉角须同
时指定对应的转轴顺序，本讲义采用“ZYX”或“321”的转轴顺序。

2 导航姿态角，包括航向角、俯仰角和横滚角，与载体的物理轴向紧密关联，而与选择的载
体数学坐标系无关。

3 当俯仰角为 ±90◦ 时，欧拉角变换存在奇异值，此时无法区分横滚角和航向角。因此，欧

拉角法不能用于全姿态导航应用。

4 欧拉角组不能直接相加来表示两次转动的合成。
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2 旋转矩阵/方向余弦矩阵

在惯性导航应用中，方向余弦矩阵（Direction Cosine Matrix, DCM）常用于描述两个坐标系的相
对姿态。相比于欧拉角，方向余弦矩阵显得抽象许多，但它用于处理向量的投影变换则非常方便。为了

更好地理解方向余弦矩阵如何表示姿态，我们先回顾一下向量和向量的坐标变换等基本概念。向量可以

看成是从空间中某个点指向另一点的一个箭头。一个向量是空间中的一样东西，是客观存在的。注意不

要把向量与它的坐标这两个概念混淆，比如一个三维向量 v 并不是必须和三个实数相关联。只有当我

们指定了三维空间的某个坐标系时，讨论该向量在此坐标系下的坐标才有意义，也就是找到三个实数与

这个向量对应。同一个向量在不同的坐标系下会有不同的坐标，即向量在不同坐标系下的投影不一样，

实现向量在不同坐标系下的投影变换是方向余弦矩阵的重要功能。

2.1 方向余弦矩阵

方向余弦矩阵是用向量的方向余弦来表示的姿态矩阵。我们把三维空间中的任一直角坐标系 α 的

x, y, z 三个轴上的单位向量分别记为 iα = [1 0 0]T，jα = [0 1 0]T，kα = [0 0 1]T。任意三维向

量 v 在 α 系下有一个坐标 (v1, v2, v3)。那么向量 v 在坐标系 α 轴向上的分量形式可写作

v = v1i+ v2j + v3k =
[
i, j, k

]
v1

v2

v3

 (9)

同理，将另一直角坐标系 β 的 x, y, z 三个轴上的单位向量分别记为 I,J ,K，同一个向量 v 在 β

系轴向上的分量形式可写作

v = v
′

1I + v
′

2J + v
′

3K =
[
I, J , K

]
v

′

1

v
′

2

v
′

3

 (10)

式中 (v
′

1, v
′

2, v
′

3) 为向量 v 在 β 系下的坐标，记作向量形式 vβ = [v
′

1 v
′

2 v
′

3]
T。根据式(9)和(10)，

有 [
I, J , K

]
v

′

1

v
′

2

v
′

3

 =
[
i, j, k

]
v1

v2

v3

 (11)

上式两边同时左乘矩阵


IT

JT

KT

，可得


ITI ITJ ITK

JTI JTJ JTK

KTI KTJ KTK



v

′

1

v
′

2

v
′

3

 =


ITi ITj ITk

JTi JTj JTk

KTi KTj KTk



v1

v2

v3

 (12)

6



i2 Na
v

DR
AF

T

式中上标 T 表示矩阵的转置。因为 I，J 和 K 是 n 系坐标轴上的单位向量，两两正交。所以有
ITI = 1 ITJ = 0 ITK = 0

J II = 0 JTJ = 1 JJK = 0

KTI = 0 KTJ = 0 KTK = 1

(13)

将上式带入(12)，得 
v

′

1

v
′

2

v
′

3

 =


ITi ITj ITk

JTi JTj JTk

KTi KTj KTk



v1

v2

v3

 (14)

上式可写作，

vβ = Cβ
αv

α (15)

其中，Cβ
α 是一个 3× 3 的矩阵

Cβ
α =


ITi ITj ITk

JTi JTj JTk

KTi KTj KTk

 (16)

上述矩阵中的每个元素都是两个单位向量的内积。例如，式中 ITi 是 β 系 x 轴上单位向量与 α 系

x 轴上单位向量的内积。根据向量内积的定义有，

I · i = ITi = ∥I∥ ∥i∥ cos < I, i >

= cos < I, i >
(17)

式中 < I, i > 是向量 I 与 i 的夹角，cos < I, i > 为两个向量的方向余弦值。因为单位向量的长度

为 1，所以式(16)中 Cβ
α 矩阵的每个元素都是两个单位向量的方向余弦值，所以该矩阵又被称作方向余

弦矩阵。Cβ
α 可以将三维向量在 α 系下的投影变换到 β 系下的投影，实现了两个坐标系下的坐标变换。

在我们的课程和讲义中，将用带上下标的加粗大写字母 C 来表示方向余弦矩阵，并明确指定其上
下标的含义：Cβ

α 表示从 α 系到 β 系的坐标变换矩阵，或者说该矩阵可以将任意三维向量在 α 系下的

坐标变换为 β 下的坐标。

2.2 方向余弦矩阵的特点

方向余弦矩阵有一些特别的性质。首先，它是一个正交矩阵，即该矩阵的逆等于它的转置

(Cβ
α)

−1 = (Cβ
α)

T (18a)

Cβ
α(Cβ

α)
T = (Cβ

α)
TCβ

α = I (18b)

Cα
β = (Cβ

α)
T (18c)

式中 I 是 3× 3 的单位矩阵。上述性质很容易直接从方向余弦矩阵的定义证明得到。另外，方向余

弦矩阵的行列式为 1，即
det(Cβ

α) = 1 (19)

方向余弦矩阵满足矩阵的连乘法则，即多次连续转动可以用相应的多个方向余弦矩阵连乘来表示。

Cd
a = Cd

bCb
a (20)

这一性质在后面姿态更新算法中频繁用到。
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2.3 方向余弦矩阵微分方程

方向余弦矩阵可表示两个坐标系的相对姿态关系，一般我们指定其中一个为参考坐标系，用 R 表
示，另一个为载体坐标系，用 b 来表示。当载体运动时，两个坐标系之间的相对姿态随时间变化，对应
的方向余弦矩阵 CR

b (t) 则是一个时变矩阵。将 b 系相对于 R 系的转动角速度记为 ωRb(t)，它也是一个

时变的角速度向量。后面为了书写方便将不明确写出时间变量 t。接下来，我们将给出两种方向余弦矩
阵微分方程的推导过程，其中一种是直接根据导数的定义推导得到，另一种是对向量的坐标变化式进行

求导得到。

2.3.1 根据导数定义推导

根据矩阵导数的定义，有

ĊR

b (t) = lim
∆t→0

CR
b (t+∆t)− CR

b (t)

∆t
(21)

式中，CR
b (t) 和 CR

b (t+∆t) 分别为 t 和 t+∆t 时刻的方向余弦矩阵。根据方向余弦矩阵的连乘法则，

有

CR
b (t+∆t) = CR

b(t+∆t) = CR
b(t)C

b(t)
b(t+∆t) (22)

式中，矩阵 Cb(t)
b(t+∆t) 可将向量坐标从 b(t+∆t) 系变换到 b(t) 系。当 ∆t → 0 时，b(t+∆t) 系与 b(t)

系之间的相对姿态角为小角度，记为 ∆θ = [∆θx, ∆θy, ∆θz]
T，根据欧拉角与方向余弦矩阵的转换关

系式，在小角度假设下有

lim
∆t→0

Cb(t)
b(t+∆t) = I + (∆θ×) (23)

式中 (∆θ×) 是 ∆θ 对应的反对称矩阵

(∆θ×) =


0 −∆θz ∆θy

∆θz 0 −∆θx

−∆θy ∆θx 0

 (24)

根据角速度向量的定义有

ωb
Rb(t) = lim

∆t→0

∆θ

∆t
(25)

将(23)带入(22)，其结果再带入(21)，整理得

ĊR
b (t) = lim

∆t→0

CR
b(t) (∆θ×)

∆t
(26)

将(25)带入上式，可得
ĊR
b (t) = CR

b(t)(ω
b
Rb(t)×) (27)

为书写方便，常省略时间变量 t，则矩阵微分方程式可写作

ĊR
b = CR

b (ω
b
Rb×) (28)

当我们指定导航坐标系（n 系，也即当地水平坐标系）为参考系时，则有

Ċn

b = Cn
b (ω

b
nb×) (29)
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2.3.2 根据向量坐标变换进行推导

假设在 R 系下有任意一个固定向量 r，根据 Coriolis 定理（简称哥氏定理），该向量在 R 系和 b

系下有如下导数变换关系：
dr

dt

∣∣∣∣
R

=
dr

dt

∣∣∣∣
b

+ ωRb × r (30)

因为向量 r 在 R 系中固定不动，故
dr

dt

∣∣∣∣
R

= 0 (31)

将上式代入(30)，整理可得
dr

dt

∣∣∣∣
b

= −ωRb × r (32)

将上式等号两边的向量投影到 b 系，有

ṙb ≡ dr

dt

∣∣∣∣b
b

= −ωb
Rb × rb (33)

另一方面，向量 r 在 R 系和 b 系下的坐标变换关系式为

rR = CR
b r

b (34)

对上式两边求导，可得

ṙR = ĊR

b r
b + CR

b ṙ
b (35)

将式(33)带入上式，可得

ĊR

b r
b = −CR

b ṙ
b

= CR
b (ω

b
Rb × rb)

= CR
b (ω

b
Rb×)rb

(36)

因为 r 为任意向量，故有

ĊR

b = CR
b (ω

b
Rb×) (37)

如果指定导航系 n 为参考系，则有

Ċn

b = Cn
b (ω

b
nb×) (38)

上式即方向余弦矩阵的微分方程式。

2.4 微分方程的求解

接下来我们讨论方向余弦矩阵微分方程的求解。为书写方便，我们暂时省略方向余弦矩阵的上下

标，并记反对称矩阵 Ω = (ω×)，则方向余弦矩阵的微分方程可写作

Ċ(t) = C(t)Ω(t) (39)

这是一个典型的时变系数齐次微分方程，可采用迭代的方法求解，对迭代求解过程不感兴趣的读者

可以直接跳转至该方程的闭合解表达式，即式(50)。
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首先，对上式在时段 [0, t] 上积分，可得

C(t) = C(0) +

∫ t

0

C(τ)Ω(τ)dτ (40)

式中 C(0) 为积分初值。由于上式右边第二项被积函数中仍含有待求的 C(t)，重复使用上式右边整体

带入积分号内。第一次代入，得

C(t) = C(0) +

∫ t

0

[
C(0) +

∫ τ

0

C(τ1)Ω(τ1)dτ1

]
Ω(τ)dτ

= C(0) + C(0)

∫ t

0

Ω(τ)dτ +

∫ t

0

∫ τ

0

C(τ1)Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ

= C(0)

[
I +

∫ t

0

Ω(τ)dτ

]
+

∫ t

0

∫ τ

0

C(τ1)Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ

(41)

将上式右边整体再次代入(40)积分号内，即第二次代入，得

C(t) = C(0) +

∫ t

0

[
C(0) + C(0)

∫ τ

0

Ω(τ1)dτ1 +

∫ τ

0

∫ τ1

0

C(τ2)Ω(τ2)dτ2Ω(τ1)dτ1

]
Ω(τ)dτ

= C(0)

[
I +

∫ t

0

Ω(τ)dτ +

∫ t

0

∫ τ

0

Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ

]
+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

C(τ2)Ω(τ2)dτ2Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ

(42)

这样不断地进行代入，便得到

C(t) = C(0)

[
I +

∫ t

0

Ω(τ)dτ +

∫ t

0

∫ τ

0

Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ

+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

Ω(τ2)dτ2Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ + · · ·
] (43)

上式是一个以无限重积分表示的级数，也被称为毕卡级数（Peano-Baker series）。上述级数是收敛的，
但一般情况下得不到闭合形式的解，只有在“定轴转动”这一特殊情形下才容易得到闭合解。关于“定

轴转动”的物理含义我们稍后详细解释，这一条件可用矩阵描述如下：考虑时段 [0, T ]，转动角速度向

量形成的反对称矩阵相乘满足以下可交换条件

Ω(t)Ω(τ) = Ω(τ)Ω(t), t, τ ∈ [0, T ] (44)

根据上式，有 ∫ t

0

Ω(t)Ω(τ)dτ =

∫ t

0

Ω(τ)Ω(t)dτ (45)

注意，上述积分号内变量 Ω(t) 与积分上限相同，所以在积分区间 [0, t] 内是常量，故有

Ω(t)

∫ t

0

Ω(τ)dτ =

∫ t

0

Ω(τ)dτΩ(t) (46)

计算以下微分式

d

dt

[ ∫ t

0

Ω(τ)dτ

]2
=

d

dt

{[∫ t

0

Ω(τ)dτ

][ ∫ t

0

Ω(τ)dτ

]}
= Ω(t)

∫ t

0

Ω(τ)dτ +

∫ t

0

Ω(τ)dτΩ(t)

= 2

∫ t

0

Ω(τ)dτΩ(t)

(47)
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注意，上式最后一个等号是在满足式(44)的条件下才成立，对上式两边求积分，假定 Ω(0) = 0，有∫ t

0

∫ τ

0

Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ =
1

2

[ ∫ t

0

Ω(τ)dτ

]2
(48)

同理，有∫ t

0

∫ τ

0

∫ τ1

0

Ω(τ2)dτ2Ω(τ1)dτ1Ω(τ)dτ =

∫ t

0

1

2

[ ∫ t

0

Ω(τ)dτ

]2
Ω(τ)dτ =

1

6

[ ∫ t

0

Ω(τ)dτ

]3
(49)

以此类推，在满足“定轴转动”条件下，上述毕卡级数可得到如下的闭合解形式

C(t) = C(0)

{
I +

∫ t

0

Ω(τ)dτ +
1

2!

[ ∫ t

0

Ω(τ)dτ

]2
+

1

3!

[ ∫ t

0

Ω(τ)dτ

]3
+ · · ·

}
= C(0)exp

(∫ t

0

Ω(τ)dτ

) (50)

或写作

C(t+∆t) = C(t)exp
(∫ t+∆t

t

Ω(τ)dτ

)
(51)

针对时段 [0, t]，记角增量 θ(t) =

∫ t

0

ωb
Rbdτ，它的模记为 θ(t) = |θ(t)|。根据反对称矩阵的指数函数式，

有

exp
(∫ t

0

Ω(τ)dτ

)
= e[θ(t)×] = I + sin θ(t)

θ(t)
[θ(t)×] +

1− cos θ(t)
θ2(t)

[θ(t)×]2 (52)

将式 (52) 带入 (50)，可得：
C(t) = C(0)C0

t (53)

其中

C0
t = I + sin θ(t)

θ(t)
[θ(t)×] +

1− cos θ(t)
θ2(t)

[θ(t)×]2 (54)

注意，上式 C0
t 的上下标表示时间。

当积分时间从 [0, t] 改为 [tk−1, tk]，选择惯性系 i 为参考系，且假设已知 tk−1 时刻的惯导姿态矩阵

为 Ci
b(tk−1) ≡ Ci

b(k−1)。此时，陀螺输出的角增量为 ∆θk =

∫ tk

tk−1

ωb
ib(t)dt，它的模记为 ∆θk = |∆θk|，

则求解 tk 时刻的惯导姿态矩阵 Ci
b(k) 的公式为

Ci
b(k) = Ci

b(k−1)C
b(k−1)
b(k) (55)

Cb(k−1)
b(k) = I + sin∆θk

∆θk
[∆θk×] +

1− cos∆θk
∆θ2k

[∆θk×]2 (56)

式(55)和(56)即姿态矩阵离散化更新的递推计算公式。值得注意的是，式(56)成立的前提是 b 系在

[tk−1, tk] 必须为定轴转动。

2.5 可交换性条件的物理含义

一般情况下，矩阵的乘法不满足交换律，但是在前面的推导中，我们发现只有在满足式(44)的特定
情况下才能得到姿态矩阵微分方程的解析解。这一特定条件又被称之为可交换性条件，接下来我们讨论
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其物理含义。记角速度向量 ω(t) = [ω1x, ω1y, ω1z]
T，ω(τ) = [ω2x, ω2y, ω2z]

T，则可写出 Ω(t)Ω(τ)

和 Ω(τ)Ω(t) 的具体表达式。

Ω(t)Ω(τ) = [ω(t)×][ω(τ)×] =


−ω1yω2y − ω1zω2z ω1yω2x ω1zω2x

ω1xω2y −ω1xω2x − ω1zω2z ω1zω2y

ω1xω2z ω1yω2z −ω1xω2x − ω1yω2y

 (57a)

Ω(τ)Ω(t) = [ω(τ)×][ω(t)×] =


−ω1yω2y − ω1zω2z ω2yω1x ω2zω1x

ω2xω1y −ω1xω2x − ω1zω2z ω2zω1y

ω2xω1z ω2yω1z −ω1xω2x − ω1yω2y

 (57b)

要满足可交换性条件，即要式(44)成立，也即式(57a)与(57b)中矩阵各元素必须相等，可解得
ω1xω2y = ω2xω1y

ω1xω2z = ω2xω1z

ω1yω2z = ω2yω1z

(58)

接下来对上式的物理含义分情况进行讨论：

（1）如果 ω(t) 和 ω(τ) 的各分量都不为 0，则有

ω1x

ω2x

=
ω1y

ω2y

=
ω1z

ω2z

(59)

上式也可以写成如下向量的形式：

ω(t) = cω(τ) (60)

上式说明角速度向量 ω(t) 与 ω(τ) 方向相同，因为前面假设这两个角速度向量是 [0, T ] 时段内的

任意两个时刻的角速度向量，这样上式就意味着在时段 [0, T ] 内，b 系相对于参考系的转动角速度向量

方向保持不变，即载体或者 b 系做定轴转动。

（2）如果角速度向量中的某些分量为 0。例如，假设 ω1x = 0, ω1y ̸= 0, ω1z ̸= 0，根据式(58)第一式
可得 ω2x = 0，同时根据第三式有

ω2y

ω1y

=
ω2z

ω1z

(61)

这种情况下 ω(t) 与 ω(τ) 的方向仍然是相同的。同理，当角速度向量中有两个分量为 0 时，也能
得出相同的结论。

（3）当其中一个角速度为零向量时，表示载体静止，是定轴转动的一种特殊情况，此时，式(60)中
的 c = 0。

综合上述三种情况，姿态矩阵微分方程闭合解(50)存在的条件是载体在给定时段内做定轴转动。对
于普通惯性导航应用来说，b 系定轴转动这一假设一般都是不成立的，当该条件不满足时，仍然将陀螺

输出的角增量套用到式(55)和(56)中进行姿态更新的递推计算，则会带来姿态更新/求解的不可交换性
误差。这一问题在后面求解四元数微分方程的时候也会遇到。解决这一问题一般有两种思路：1）提高
惯性导航系统的原始数据采样率，使得时段 [tk−1, tk] 尽可能短，从而使得 b 系的角运动更逼近定轴转

动。2）用陀螺输出构造出一个等效的定轴旋转角度“向量”，该向量的三个分量代表了定轴旋转的方
向，模代表了绕该轴转动的角度大小，这就是后续要介绍的姿态的等效旋转矢量表示法。
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要点回顾

方向余弦矩阵要点回顾

1 方向余弦矩阵是正交矩阵，(Cβ
α)

−1 = (Cβ
α)

T。多次连续转动可以用相应的多个方向余弦矩

阵连乘来表示：Cd
a = Cd

bCb
a。

2 当载体运动时，两个坐标系之间的相对姿态随时间变化，对应的方向余弦矩阵 CR
b (t) 则是

一个时变矩阵，其微分方程为 ĊR
b = CR

b (ω
b
Rb×)。

3 可用毕卡迭代法求解方向余弦矩阵的微分方程，得到一个以无限重积分表示的级数，也被
称为毕卡级数，上述级数是收敛的，但只有在“定轴转动”这一特殊情形下才能得到如下

形式的闭合解：CR
b (t) = C(0)exp

(∫ t

0

Ω(τ)dτ

)
。

4 姿态更新公式：Ci
b(k) = Ci

b(k−1)C
b(k−1)
b(k) ，

Cb(k−1)
b(k) = I + sin∆θk

∆θk
[∆θk×] +

1− cos∆θk
∆θ2k

[∆θk×]2。

5 对于普通惯性导航应用来说，b 系定轴转动这一假设一般都不成立的，当该条件不满足时，
仍然将陀螺输出的角增量套用到式(55)和(56)中进行姿态更新的递推计算，则会带来姿态更
新/求解的不可交换性误差。可用等效旋转矢量来解决这个问题。
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3 四元数

回顾以前学习过的复数，它们可以看成复平面上的向量，例如复数 z = ρ cosϕ+ iρ sinϕ 可看成在
复平面上一个长度为 ρ，与实轴夹角为 ϕ 的向量。应用欧拉公式，该复数还可以写成指数形式

z = ρeiϕ = ρ cosϕ+ iρ sinϕ (62)

假设另有一个单位长度的复数 z1

z1 = eiθ = cos θ + i sin θ (63)

用复数 z1 乘以 z，有

z′ = z1z = ρei(ϕ+θ) (64)

如图所示，对一个复数乘以单位复数 eiθ 等效于将原复平面向量 z 旋转了一个角度 θ，如图 2所示。所
以，对于二维复平面，旋转可以由单位复数来描述，类似的，对于三维空间的旋转可由超复数（也即四

元数）来描述。

图 2: 乘以单位复数等效于复向量的旋转

3.1 四元数的基本概念

将三维矢量代数运算推广到乘法和除法运算的必要性，促使哈密顿（Hamilton）在 1843 年建立了
四元数代数。所谓四元数，是指由一个实数单位 1 和三个虚数单位 i, j,k 组成并具有下列形式实元的

数。

q = q01 + q1i+ q2j + q3k (65)

其中 1 为四元数的实部，乘以 1 不会改变四元数，即分量 1 保持普通标量的性质。由于这种缘故，

以后在四元数的表达式中，第一项 q0 将不明确写出其单位 1。i, j,k 为四元数的三个虚部。1, i, j,k 可

以看做四维空间（用符号 H 表示）中的一组单位矢量。于是，任何四元数都可看作该空间中的一个点
或矢量，q0, q1, q2, q3 则看作点或向量的坐标。因此，四元数也常写成向量的形式：

q = [q0, q1, q2, q3]
T (66)

另外，可将单位 i, j,k 看作三维向量空间的单位向量，将 q1, q2, q3 看作向量的分量。因此，四元

数也可以写成标量部分 qs 和矢量部分 qv 之和。

q = qs + qv, qs = q0 ∈ R, qv = [q1, q2, q3]
T ∈ R3 (67)
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或者如下向量形式

q =
[
qs, q

T
v

]T (68)

在空间 H 中四元数的加法以及四元数同标量的相乘和普通矢量空间中是一样的。空间 H 的特点在于，
对乘法和除法运算封闭。四元数单位的乘法规则如下：

1 ◦ i = i, 1 ◦ j = j, 1 ◦ k = k

i ◦ i = −1, j ◦ j = −1, k ◦ k = −1

i ◦ j = −j ◦ i = k, j ◦ k = −k ◦ j = i, k ◦ i = −i ◦ k = j

(69)

式中，我们用 ◦ 来表示四元数的乘法运算符。四元数虚数单位之间的乘法有如下特点：单位与单位自
己相乘时，表现与复数一样，而两两之间的乘法则与三维向量的外积（叉乘）一样。利用图 3的图示法
容易记住这一乘法规则：按箭头排列的两个单位相乘时，便得到带正号的第三个单位；当反着移动时，

便得到带负号的第三个单位。在这样的乘法规则下，两个四元数之积仍为四元数。

图 3: 四元数虚数单位的乘法规则图示

3.2 四元数的基本运算

（1）如果两个四元数 q 和 p 的诸元相等，则这两个四元数相等。

（2）四元数 q 和 p 之和为四元数，其各元为 qi + pi

q + p = (q0 + p0)1 + (q1 + p1)i+ (q2 + p2)j + (q3 + p3)k (70)

（3）四元数乘以标量 a 时，所有各元都乘以该数：

aq = aq01 + aq1i+ aq2j + aq3k (71)

从上述定义可以看出，四元数的加法以及四元数同标量的乘法都服从于一般代数规则：

q + p = p+ q, (q + p) +Λ = q + (p+Λ) (72)

aq = qa, (ab)q = q(ba) (73)

(a+ b)q = aq + bq, a(q + p) = aq + ap (74)
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（4）四元数的乘法：四元数 p 与 q 相乘等于 p 的诸元与 q 诸元相乘，最后相加。四元数乘法符

号用 ◦ 来表示，满足如下规则

p ◦ q = (p0 + p1i+ p2j + p3k) ◦ (q0 + q1i+ q2j + q3k)

= p0q0 − p1q1 − p2q2 − p3q3

+ (p0q1 + p1q0 + p2q3 − p3q2)i

+ (p0q2 + p2q0 + p3q1 − p1q3)j

+ (p0q3 + p3q0 + p1q2 − p2q1)k

(75)

特别地，当两个零标量四元数（纯虚四元数）相乘，则有

pv ◦ qv = (0 + p1i+ p2j + p3k) ◦ (0 + q1i+ q2j + q3k)

= −(p1q1 + p2q2 + p3q3) + (p2q3 − p3q2)i+ (p3q1 − p1q3)j + (p1q2 − p2q1)k

= −pT
v qv + pv × qv

(76)

注意，当我们写出 pv ◦ qv 时是将 pv 和 qv 看成零标量的四元数，即纯四元数。而写出 pT
v qv 和

pv × qv 时是将它们看成是三维向量。

虽然(75)较为复杂，但是形式上是整齐有序的。如果写成向量形式并利用内外积运算，向量的乘法
也可以写作如下更加简洁的形式：

p ◦ q = (ps + pv) ◦ (qs + qv)

= psqs + psqv + qspv + pv ◦ qv
= (psqs − pT

v qv) + (psqv + qspv + pv × qv)

(77)

如前面所述，四元数可以写成四维向量的坐标形式，如此，四元数的乘法则可以写成如下矩阵的形

式：

p ◦ q =


p0 −p1 −p2 −p3
p1 p0 −p3 p2

p2 p3 p0 −p1
p3 −p2 p1 p0



q0

q1

q2

q3

 =


q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 q3 −q2
q2 −q3 q0 q1

q3 q2 −q1 q0



p0

p1

p2

p3

 (78)

四元数乘法不满足交换律：根据式 (77)，可知由于两个四元数的乘积 p ◦ q 的向量部分包含向量的
外积项 pv × qv。因此，一般情况下，p ◦ q ̸= q ◦ p。当且仅当 pv × qv = qv × pv 时，即两个四元数的

矢量部分相互平行（包括零矢量）时，两个四元数的乘法才满足交换律。

四元数乘法满足乘法的结合律和对加法的分配律:

(p ◦ q) ◦Λ = p ◦ (q ◦Λ) (79)

p ◦ (q +Λ) = p ◦ q + p ◦Λ (80)

（5）共轭：将四元数 q 虚部反号得到对应的共轭四元数 q∗

q∗ = q01− q1i− q2j − q3k

= qs − qv
(81)
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四元数与其共轭四元数相乘，得到一个实四元数（虚部为 0）

q ◦ q∗ = q2s + qT
v qv (82)

四元数共轭满足以下运算：

(p+ q)∗ = p∗ + q∗ (83)

q ◦ q∗ = q∗ ◦ q (84)

(p ◦ q)∗ = q∗ ◦ p∗ (85)

(q1 ◦ q2 ◦ · · · ◦ qn)∗ = q∗
n ◦ q∗

n−1 ◦ · · · ◦ q∗
2 ◦ q∗

1 (86)

（6）四元数的模定义为：
∥q∥ =

√
q20 + q21 + q22 + q23 (87)

容易验证，两个四元数乘积的模等于模的乘积。这使得两个单位四元数相乘之后仍是单位四元数

（模为 1）
∥p ◦ q∥ = ∥p∥∥q∥ (88)

（7）四元数的逆

四元数的逆记作 q−1:
q−1 =

q∗

∥q∥2
(89)

按此定义，四元数与自己的逆的乘积为实四元数 1。

q ◦ q−1 = q−1 ◦ q = 1 (90)

如果 q 为单位四元数，它的逆等于它的共轭四元数。四元数的逆满足以下规律：

(q1 ◦ q2 ◦ · · · ◦ qn)−1 = q−1
n ◦ q−1

n−1 ◦ · · · ◦ q−1
2 ◦ q−1

1 (91)

（8）四元数的归一化
如果四元数的模不等于 0，即 ∥q∥ ̸= 0，则称

q

∥q∥
为四元数的归一化或规范化操作，归一化的四元

数也称为单位四元数或规范化四元数，满足 ∥q∥ = 1。

3.3 四元数的三角表示法

对于模不等于 0 的任意四元数 q = q0 + q1i+ q2j + q3k 都可以表示成如下形式：

q = ∥q∥
(
q0
∥q∥

+
q1i+ q2j + q3k

∥q∥

)
= ∥q∥

(
q0
∥q∥

+
qv
∥q∥

)
(92)

我们引入一个沿 qv 正方向上的单位向量 u：

u =
qv√

q21 + q22 + q23
=
q1i+ q2j + q3k√
q21 + q22 + q23

(93)
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应用单位矢量 u，四元数 q 可写成如下形式：

q = ∥q∥

(
q0
∥q∥

+ u

√
q21 + q22 + q23

∥q∥

)
(94)

注意到四元数标量部分的平方与 u 的系数的平方之和为 1，我们可以引入如下的变量：

cos θ
2
=

q0
∥q∥

, sin θ
2
=

√
q21 + q22 + q23

∥q∥
(95)

式中 θ 对应一个转动的角度，我们将在3.4小节中详细解释其实际物理含义。应用上述符号，则四
元数 q 可以表示为如下三角函数的形式：

q = ∥q∥
(

cos θ
2
+ u sin θ

2

)
(96)

特别地，当 ∥q∥ = 1，即对于单位四元数，有

q = cos θ
2
+ u sin θ

2
(97)

3.4 四元数的旋转变换/算子

我们可以用四元数表达对三维向量的旋转。假设有一个空间三维向量/点 p = [x, y, z] ∈ R3，以

及一个单位四元数 q 对应的旋转。三维向量 p 经过旋转之后变成了 p′。如果用旋转矩阵描述，则有

p′ = Cp。用四元数又该如何来描述上述旋转变换呢？

定理 1 对于任意单位四元数（模为 1）q = qs + qv = cos θ
2
+ u sin θ

2
，对于任意三维向量 p ∈ R3，算

子 Lq(p) = q ◦ p ◦ q∗ 的作用等效于使向量 p 绕向量 u 的正方向旋转角度 θ.

证明 1 将三维空间向量 p 用一个纯虚四元数来表示

p = 0 + v (98)

将向量 v 分解为 v = a+ n，其中 a 是与 u 共线的部分，有 a = kqv, n 是与 u 垂直的分量。

首先，证明 Lq(·) 算子不会改变向量 a 的方向和长度。同样将 a 看作实部为 0 的纯虚四元数带入

算子 Lq(·)，有

Lq(a) = (qs + qv) ◦ a ◦ (qs − qv)

= (qs + qv) ◦ kqv ◦ (qs − qv)

= (kqsqv − kqT
v qv + qv × qv) ◦ (qs − qv)

= (kqsqv − kqT
v qv) ◦ (qs − qv)

= kq2sqv − kqsq
T
v qv − kqsqv ◦ qv + (kqT

v qv)qv

= kq2sqv − kqsq
T
v qv − kqs(−qT

v qv + qv × qv) + (kqT
v qv)qv

= kq2sqv + k(qT
v qv)qv

= k(q2s + qT
v qv)qv

= kqv

= a

(99)
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同理，将 n 看作实部为 0 的纯虚四元数代入算子 Lq(·)，整理可得：

Lq(n) = (q2s − qT
v qv)n+ 2qs

√
qT
v qv(u× n)

= (cos2 θ
2
− sin2 θ

2
)n+ 2 cos θ

2
sin θ

2
(u× n)

= n cos θ + (u× n) sin θ

= n cos θ + n⊥ sin θ

(100)

可见算子 Lq(·) 对 n 的作用等效于在 n 和 n⊥ 定义的平面内旋转 θ 角，转轴为 u 的正方向。

易知，Lq(v) = Lq(a) + Lq(n)，则有

Lq(v) = a+ n cos θ + n⊥ sin θ (101)

可见算子 Lq(·) 对三维向量 v 的作用等效于使其绕 qv 正方向旋转 θ 角。

证毕。

图 4: 算子 Lq(·) 使得向量 n 绕 u 正方向旋转 θ 角，图中 qv 方向垂直纸面向外。

3.5 姿态四元数

用于描述刚体定点转动的四元数，叫作变换四元数或姿态四元数，要求其模长为 1，即规范化四元
数。跟方向余弦矩阵类似，为了更加清晰地表示两个坐标系之间的转动变换关系，在后续应用中我们将

写出姿态四元数的上下标，并明确指定上下标对应的含义，例如，对于任意姿态四元数 qAB

qAB =


q0

q1

q2

q3

 (102)

q20 + q21 + q22 + q23 = 1 (103)

其中 A 和 B 为任意直角坐标系。我们从向量投影变换的角度将该四元数的物理意义定义为：该四元数

通过以下算子实现了任意三维向量 v 在 B 系和 A 系间的坐标变换

vA = qAB ◦ vB ◦ qA
∗

B (104)
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式中 v 应该看作是实部为 0 的纯虚四元数 v = 0 + v。要求姿态四元数的模为 1 的意义为：如果四元
数 qAB 的模不等于 1，则姿态四元数的旋转算子，即式 (104)，不仅使向量 v 旋转，还会拉伸或压缩向

量 v，即改变 v 的长度。另外，如果将姿态四元数写成三角函数形式，

qAB = cos θ
2
+ u sin θ

2
(105)

则该四元数的物理意义为：坐标系 A 绕向量 u 的正方向转动角度 θ 后与坐标系 B 对齐。

假定有另一任意直角坐标系 D，类似于(104)，有

vA = qAD ◦ vD ◦ qA
∗

D (106a)

vB = qBD ◦ vD ◦ qB
∗

D (106b)

将式(106b)代入式(104)，可得

vA = qAB ◦ qBD ◦ vD ◦ qB
∗

D ◦ qA
∗

B

= qAB ◦ qBD ◦ vD ◦ (qAB ◦ qBD)∗
(107)

对比式(107)和(106a)，可得姿态四元数满足如下连乘运算

qAD = qAB ◦ qBD (108)

因为坐标系 A 相对于 B 的旋转矢量等于 B 相对于 A 的旋转矢量取负号，根据姿态四元数的三角

函数形式，有

qBA = qA
∗

B (109)

3.6 四元数的微分方程

我们考虑一个动坐标系 b 相对于参考系 R 以角速度 ωRb 转动，则动坐标系与参考坐标系之间的变

换四元数 qRb 随时间变化，是时间的函数。我们将动坐标系 b 在 t 和 t+∆t 时刻的空间朝向（即瞬时

坐标系）记作 b1 和 b2。用 qRb1 表示 t 时刻的四元数，qRb2 表示 t+∆t 时刻的四元数，则 qRb2 相当于 qRb1
与 qb1b2 两次转动的合成四元数。根据姿态四元数的连乘运算法则，有

qRb2 ≡ qRb(t+∆t) = qRb1 ◦ q
b1
b2

(110)

式中 b1 是任意时刻 t 的瞬时 b 系，可看作相对 R 系静止。b2 是 t+∆t 时刻的新 b 系。当 ∆t→ 0 时，

b1 与 b2 非常接近。当 b 系从 b1 转动到 b2，姿态四元数 qRb 相应的变化四元数记作

∆qRb = qRb2 − qRb1 (111)

当 b1 与 b2 均非常接近 b 系时，有

∆qRb = qRb1 ◦ q
b1
b2

− qRb1 = qRb1 ◦ (q
b1
b2

− q1) ≈ qRb ◦ (qb1b2 − q1) (112)

其中，

q1 =


1

0

0

0

 (113)
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我们将与 qb1b2 四元数对应的等效旋转矢量记作 ∆θ，这句话意味着 b1 绕向量 ∆θ 的正方向转动角

度 ∥∆θ∥ 后与 b2 对齐，旋转矢量的概念将在下一节中介绍。当 b1 坐标系与 b2 系彼此之间非常接近，

此时 ∆θ → 0，有

lim
∆t→0

qb1b2 =

 1
1

2
∆θ

 (114)

将上式代入(112)，可得

lim
∆t→0

∆qRb =
1

2
qRb ◦

[
0

∆θ

]
(115)

根据导数的定义，有

q̇Rb (t) = lim
∆t→0

qRb (t+∆t)− qRb (t)

∆t

=
1

2
qRb (t) ◦

[
0

∆θ̇

] (116)

接下来我们根据方向余弦矩阵来求解 ∆θ̇ 的具体表达式。与 qb1b2 对应的姿态矩阵，记作 Cb1
b2
，∆θ →

0，有
Cb1
b2

≈ I + (∆θ×) (117)

对上式求导，可得

Ċb1
b2

= (∆θ̇×) (118)

另外，根据方向余弦矩阵的微分方程式，有

Ċb1
b2

= Cb1
b2
(ωb2

b1b2
×) (119)

当 ∆t→ 0 时，b1 与 b2 非常接近，且与 b 系接近，此时 Cb1
b2

= I。且 b1 相对于 R 系静止，所以有

Ċb1
b2

= (ωb
Rb×) (120)

所以

∆θ̇ = ωb
Rb (121)

将上式代入(116)，得

q̇Rb =
1

2
qRb ◦

[
0

ωb
Rb

]
(122)

上式即姿态四元数的微分方程，可写成如下矩阵形式：

q̇Rb =
1

2
WqRb (123)

其中，

W =


0 −ωbRb,x −ωbRb,y −ωbRb,z

ωbRb,x 0 ωbRb,z −ωbRb,y
ωbRb,y −ωbRb,z 0 ωbRb,x

ωbRb,z ωbRb,y −ωbRb,x 0

 (124)
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3.7 四元数微分方程的求解

将四元数微分方程写成矩阵形式为

q̇Rb (t) =
1

2
W(t)qRb (t) (125)

如果角速度 ωb
Rb 是时变的，则矩阵 W 也是时变的，类似于方向余弦矩阵微分方程的求解，可用

迭代逼近法求解四元数微分方程。在 t, τ ∈ [0, T ] 时间段内如果 b 系的转动满足定轴转动条件(44)，可
求得如下闭合解

qRb (t) =

[
exp

(
1

2

∫ t

0

Wdτ

)]
qRb (0) (126)

令

Θ ≡
∫ t

0

Wdτ =

∫ t

0


0 −ωbRb,x −ωbRb,y −ωbRb,z

ωbRb,x 0 ωbRb,z −ωbRb,y
ωbRb,y −ωbRb,z 0 ωbRb,x

ωbRb,z ωbRb,y −ωbRb,x 0

 dτ =


0 −∆θx −∆θy −∆θz

∆θx 0 ∆θz −∆θy

∆θy −∆θz 0 ∆θx

∆θz ∆θy −∆θx 0

 (127a)

∆θ ≡
∫ t

0

ωb
Rb(τ)dτ =

[
∆θx, ∆θy, ∆θz

]T
(127b)

∆θ ≡
√
∆θ2x +∆θ2y +∆θ2z (127c)

角增量矩阵 Θ 的各次幂具有如下性质：

Θ2 = −∆θ2I
Θ3 = −∆θ2Θ

Θ4 = ∆θ4I
Θ5 = ∆θ4Θ

· · ·

(128)

则四元数微分方程的解析解表达式(126)可写作如下形式：

qRb (t) = e
1
2Θ(t)qRb (0) (129)

上式中的指数函数 e
1
2Θ(t) 做级数展开，可得

e
1
2Θ(t) = I + Θ

2
+

1

2!

(
Θ

2

)2

+
1

3!

(
Θ

2

)3

+ · · ·+ 1

n!

(
Θ

2

)n
+ · · · (130)

将式(128)代入上式，可得

e
1
2Θ(t) = I + Θ

2
− 1

2!

(
∆θ

2

)2

I − 1

3!

(
∆θ

2

)2
Θ

2
+

1

4!

(
∆θ

2

)4

I + 1

5!

(
∆θ

2

)4
Θ

2
− · · ·

= I
{
1− 1

2!

(
∆θ

2

)2

+
1

4!

(
∆θ

2

)4

− · · ·
}
+

Θ

∆θ

{
∆θ

2
− 1

3!

(
∆θ

2

)3

+
1

5!

(
∆θ

2

)5

− · · ·
}

= I cos ∆θ
2

+
Θ

∆θ
sin ∆θ

2

(131)
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将上式代入式(129)，可得

qRb (t) =

[
I cos ∆θ

2
+

Θ

∆θ
sin ∆θ

2

]
qRb (0) (132)

根据(78)，上式可写成如下形式

qRb (t) = qRb (0) ◦

 cos ∆θ
2

∆θ

∆θ
sin ∆θ

2

 (133)

当积分时间从 [0, t] 改为 [tk−1, tk]，选择惯性系 i 为参考系，且假设已知 tk−1 时刻的惯导姿态四元

数为 qib(tk−1) ≡ qib(k−1)。此时，陀螺输出的角增量为 ∆θk =

∫ tk

tk−1

ωb
ib(t)dt，它的模记为 ∆θk = ∥∆θk∥，

则求解 tk 时刻的惯导姿态四元数 qib(k) 的公式为

qib(k) = qib(k−1) ◦ q
b(k−1)
b(k) (134)

q
b(k−1)
b(k) =

 cos ∆θk
2

∆θk
∆θk

sin ∆θk
2

 (135)

上式即姿态更新的四元数递推计算公式。与求解方向余弦矩阵微分方程类似，(135)只有当 b 系在

时段 [tk−1, tk] 内做定轴转动时才严格成立。

要点回顾

四元数要点回顾

1 四元数主要有以下表示方式：q = q0+ q1i+ q2j+ q3k、向量坐标形式 q = [q0, q1, q2, q3]
T、

q = qs + qv 或三角函数形式 q = cos θ
2
+ u sin θ

2
。

2 四元数虚数单位之间的乘法有如下特点：单位与单位自己相乘时，表现与复数一样，而两
两之间的乘法则与三维向量的外积（叉乘）一样。

3 用四元数的旋转变换算子可实现三维向量的坐标变换：vR = qRb ◦ vb ◦ qR∗

b 。

4 四元数的微分方程式：q̇Rb =
1

2
qRb ◦

[
0

ωb
Rb

]
，或写作矩阵形式：q̇Rb =

1

2
WqRb 。

5 求解四元数的微分方程，当 b 系满足“定轴转动”条件时，可得解析解：qRb (t) =[
I cos ∆θ

2
+

Θ

∆θ
sin ∆θ

2

]
qRb (0)。
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4 等效旋转矢量

欧拉在研究刚体运动时最早提出了等效旋转矢量的概念，他指出刚体的定点有限旋转都可以用绕

经过该固定点的一个轴的一次转动来实现（如图 5所示），并建立了刚体上单位矢量在转动前后的变换
公式。现代捷联惯性导航姿态更新算法研究的关键在于如何使用陀螺的测量值构造出对应的等效旋转

矢量，以尽量减小或消除姿态更新算法中的不可交换性误差。后续使用等效旋转矢量来计算姿态的变

化，如用方向余弦矩阵或四元数来表示，将变得非常简单。接下来我们将首先介绍转动的不可交换性概

念及其与惯导姿态算法的关联性，接着给出等效旋转矢量微分方程的推导，然后给出针对实际工程应用

的等效旋转矢量微分方程求解公式，即如何根据陀螺的角增量输出构造相应的等效旋转矢量。

图 5: 坐标系的等效转动

4.1 转动的不可交换性

我们知道，在经典力学中，刚体的有限转动是不可交换的。如图 6所示，对同一刚体做两种不同顺
序的转动：(1) 刚体先绕 x 轴正转 90◦，然后绕 y 轴正转 90◦；(2) 刚体先绕 y 轴正转 90◦，然后绕 x 轴

正转 90◦。两种情况下，转轴和转角大小是一样的，但是转轴顺序不一致，最终的结果（即刚体的空间

朝向）明显不一样。这就是转动的不可交换性问题。这一问题可以用不同的语言或方式来描述，但他们

本质上都是一样的。

(1) 从欧拉角的角度来看：因为刚体的有限转动是不可交换的，所以在给出一组欧拉角的时候一定
要同时指定相应的转轴顺序才有意义，这是我们在介绍欧拉角的时候特别强调了的。另外，转动的不可

交换性决定了两次以上不同轴的转动不能相加，也即两次转动对应的两组欧拉角不能直接相加来表示

两次转动的合成。

(2) 用矩阵的语言来描述，即变换矩阵的乘法不满足交换律。同样，对于姿态四元数来说，它们也
不满足乘法的交换律。举个例子，假设有参考坐标系 n 和动坐标系 b，第一种情况，b 系相对于 n 系按

“ZYX”的转轴顺序转动三个角度 ψ，θ 和 ϕ 变换到新的位置。第二种情况，b 系相对于 n 系按“XYZ”
的转轴顺序转动三个同样大小的角度 ϕ，θ 和 ψ。根据1.3小结的方法，我们可写出两种情况下对应的坐
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图 6: 刚体连续转动的不可交换性

标变换矩阵 Cb
n

Cb
n(ψ → θ → ϕ) =


1 0 0

0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ




cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ




cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1



=


cθcψ cθsψ −sθ

−cϕsψ + sϕsθcψ cϕcψ + sϕsθsψ sϕcθ

sϕsψ + cϕsθcψ −sϕcψ + cϕsθsψ cϕcθ


(136)

Cb
n(ϕ→ θ → ψ) =


cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1




cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ



1 0 0

0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ



=


cθcψ sψcϕ+ sθsϕcψ sψsϕ− sθcϕcψ

−cθsψ cψcϕ− sθsϕsψ cψsϕ+ sθcϕsψ

sθ −cθsϕ cθcϕ


(137)

式中 Cb
n(ψ → θ → ϕ) 和 Cb

n(ϕ → θ → ψ) 分别是第一、二种情况对应的变换矩阵。很明显

Cb
n(ψ → θ → ϕ) ̸= Cb

n(ϕ → θ → ψ)。但是，当转角 ϕ，θ 和 ψ 都是一阶小量的小角度时，则 cosx =

1, sinx = x, x = ϕ, θ, ψ。在忽略二阶小量的情况下

Cb
n(ψ → θ → ϕ) = Cb

n(ϕ→ θ → ψ) ≈


1 ψ −θ
−ψ 1 ϕ

θ −ϕ 1

 (138)

可见，在忽略二阶小量的情况下，对小角度的转动是可交换顺序的，即小角度可以看作矢量，能按

矢量相加。
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那么，转动的不可交换性问题跟惯性导航姿态算法有什么关系呢？这个问题是怎么影响惯性导航

解算的呢？我们先回顾陀螺的角增量测量值

∆θ(t) =

∫ t

0

ωb
ib(τ)dτ (139)

陀螺输出时只对各轴的角增量做了数值累加，并不考虑角速度向量 ωb
ib 在积分时段内的方向变化。按

照这样的逻辑，对于图 6的示例，两种情况下的角增量输出都是 [90◦, 90◦, 0◦]，因而这样的角增量测

量值无法反映真实的刚体转动情况。因为完全忽略了角速度向量的方向变化，这就使得角增量测量值

的物理意义变得不明确。

前面我们在求解方向余弦矩阵和四元数的微分方程时，都用到了角速度矢量的积分。当载体的角速

度方向随时间变化而不是做“定轴转动”时，如果我们还是直接将这样的角增量测量值代入方向余弦矩

阵或四元数微分方程的求解计算式中，即式(56)和(135)，则会带来所谓的“不可交换性误差”，这种误
差正是由于我们忽略了积分时段内角速度向量在空间中的方向变化所导致的。

在实际导航应用中，我们要尽可能减小或消除“不可交换性误差”的影响。一般有如下两种方法来

解决这一问题：(1) 提高惯导原始数据的采样率，即减小积分时长，因为在更短的时间区间内，角速度
向量才能更加近似地看作“方向不变”。(2) 根据陀螺输出的多个角增量测量值，构造出一个在积分时
段内方向不变的等效的角速度积分值，我们称之为“等效旋转矢量”。前者会增大计算量，且无法完全

消除“不可交换性误差”的影响，后者从理论上可完美解决这一问题。接下来，我们首先推导“等效旋

转矢量”的微分方程（Bortz 方程），它描述了等效旋转矢量导数与角速度向量的关系，然后通过求解
Bortz 方程，可得到利用陀螺输出计算等效旋转矢量的表达式。

4.2 等效旋转矢量的微分方程

我们将根据四元数的微分方程式来推导等效旋转矢量（用粗体希腊字母 ϕ 来表示）的微分方程式。

假设坐标系 b 与参考系 R 之间的相对姿态关系可描述如下：坐标系 b 绕向量 ϕ 的正方向从与 R 系对

齐的初始空间朝向转动角度 ϕ 后得到当前的 b 系，其中 ϕ = ∥ϕ∥，也即向量 ϕ 的方向表示旋转轴的正

方向，其模长表示旋转的角度大小。我们需要明确写出等效旋转矢量的下标，如 ϕRb 表示 b 系相对于

R 系的转动的旋转矢量，但一般情况下我们不写旋转矢量的上标，即投影坐标系。这是因为，等效旋转

矢量在 b 系和 R 系下有相同的坐标值3。

与上述 b 系和 R 系相对姿态对应的四元数记作 qRb ，可写作如下三角函数形式：

qRb = cos ϕRb
2

+
ϕRb
ϕRb

sin ϕRb
2

(140)

在接下来的推导中，为书写方便我们将省略四元数 qRb 的上下标，简写为 q，角速度向量 ωb
Rb 简写

为 ω，等效旋转矢量 ϕRb 简写为 ϕ。将上述四元数记作

q = f1 + f2ϕ f1 ≡ cos ϕ
2

f2 ≡
1

ϕ
sin ϕ

2
(141)

根据姿态四元数的微分方程，有

q̇ =
1

2
q ◦ ω (142)

3b 系和 R 系的三个轴分别位于三个绕 ϕ 形成的圆锥的圆锥面上。
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注意，上式中的 ω 应看作实部为 0 的纯虚四元数。将(141)带入上式，应用四元数乘法运算法则，
有

q̇ =
1

2
f1ω +

1

2
f2ϕ ◦ ω (143)

根据式(76)，上式可写作
q̇ =

1

2
f1ω +

1

2
f2(ϕ× ω − ϕTω) (144)

对式(141)中各式等号两边求导，可得

q̇ = ḟ1 + ḟ2ϕ+ f2ϕ̇ (145a)

ḟ1 = −1

2

(
sin ϕ

2

)
ϕ̇ = −1

2
ϕϕ̇f2 (145b)

ḟ2 =
1

2

(
cos ϕ

2

) ϕ̇
ϕ
−
(

sin ϕ
2

) ϕ̇
ϕ2

=
ϕ̇

ϕ

(1
2
f1 − f2

)
(145c)

将(145b)和(145c)带入(145a)，可得

q̇ = −1

2
ϕϕ̇f2 +

ϕ̇

ϕ

(1
2
f1 − f2

)
ϕ+ f2ϕ̇ (146)

令(144)等号右边与(146)等号右边相等，可得

1

2
f1ω +

1

2
f2(ϕ× ω − ϕTω) = −1

2
ϕϕ̇f2 +

ϕ̇

ϕ

(1
2
f1 − f2

)
ϕ+ f2ϕ̇ (147)

整理，可得
1

2
f1ω +

1

2
f2(ϕ× ω − ϕTω) +

1

2
ϕϕ̇f2 −

ϕ̇

ϕ

(1
2
f1 − f2

)
ϕ = f2ϕ̇ (148)

上式等号两边除以系数 f2，整理可得

ϕ̇ =
1

2

f1
f2

ω +
1

2
(ϕ× ω)− ϕ̇

ϕ

(1
2

f1
f2

− 1
)
ϕ+

1

2
ϕϕ̇− 1

2
ϕTω (149)

上式中，最后两项是标量，因为向量 ϕ 的导数必然还是向量，所以上式的标量部分应该等于 0，即

ϕϕ̇ = ϕTω (150)

上式等号两边除以 ϕ2，可得
ϕ̇

ϕ
=

1

ϕ2
ϕTω (151)

将上式代入(149)，得

ϕ̇ =
1

2

f1
f2

ω +
1

2
(ϕ× ω)− 1

ϕ2

(1
2

f1
f2

− 1
)
(ϕTω)ϕ (152)

根据三重矢积公式4，易得

(ϕTω)ϕ = ϕ× (ϕ× ω) + ϕTϕω

= ϕ× (ϕ× ω) + ϕ2ω
(153)

4v1 × (v2 × v3) = (vT
1 v3)v2 − (vT

1 v2)v3
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将上式代入(152)，整理可得

ϕ̇ = ω +
1

2
(ϕ× ω) +

1

ϕ2

(
1− 1

2

f1
f2

)
ϕ× (ϕ× ω) (154)

根据式(141)，易得
1− 1

2

f1
f2

= 1− ϕ sinϕ
2(1− cosϕ) (155)

将上式代入(154)，并写出角速度向量的上下标，可得

ϕ̇ = ω +
1

2
(ϕ× ω) +

1

ϕ2

[
1− ϕ sinϕ

2(1− cosϕ)

]
ϕ× (ϕ× ω) (156a)

ϕ(0) = 0 (156b)

上式即常用的等效旋转矢量的微分方程，该公式最早由 John E. Bortz 于 1969 年在他的博士论文
中推导得到，并于 1971年正式发表，后来常称之为 Bortz 方程，它是利用陀螺输出求解等效旋转矢量
的基本公式。一般情况下，我们只用等效旋转矢量来表示姿态的变化量，所以给出积分初值条件(156b)。

Bortz 方程等号右边第一项 ω 表示角速度向量，第二项 ϕ×ω 的方向沿着角速度向量 ω 轨迹线的

的切线方向，而第三项 ϕ × (ϕ × ω) 则沿着 ω 轨迹线的法线方向，如图 7所示。因此，使用等效旋转
矢量相当于补偿了积分时段内角速度向量的方向变化。

图 7: Bortz 方程中的向量

4.3 等效旋转矢量微分方程求解

高阶项的存在使得等效旋转矢量微分方程的求解变得非常复杂，对高阶旋转矢量微分方程进行求

解是近期捷联惯导算法研究的一个热点，但是高阶高精度姿态求解只针对特别场景及极高精度惯导适

用。一般的惯性导航工程应用中都会对(156a)进行简化之后再进行求解，得到等效旋转矢量的求解式。
接下来我们介绍等效旋转矢量微分方程的化简及求解。
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4.3.1 等效旋转矢量微分方程的工程近似

通过简单的三角函数变换，式(156a)可变换为如下形式：

ϕ̇ = ω +
1

2
ϕ× ω +

1

ϕ2

(
1− ϕ sinϕ

2(1− cosϕ)

)
ϕ× (ϕ× ω)

= ω +
1

2
ϕ× ω +

1

ϕ2

(
1− ϕ

2

2 sin ϕ
2

cos ϕ
2

2 sin2 ϕ
2

)
ϕ× (ϕ× ω)

= ω +
1

2
ϕ× ω +

1

ϕ2

(
1− ϕ

2
cot ϕ

2

)
ϕ× (ϕ× ω)

(157)

当 ϕ 为小量时，对上式中的 cot ϕ
2
做泰勒级数展开，可得：

ϕ̇ = ω +
1

2
ϕ× ω +

1

ϕ2

[
1− ϕ

2

(
2

ϕ
+

1

3
· ϕ
2
− · · ·

)]
ϕ× (ϕ× ω) (158)

近似处理 1：取至三角函数展开式的第二项，可得：

ϕ̇ ≈ ω +
1

2
ϕ× ω +

1

12
ϕ× (ϕ× ω) (159)

近似处理 2：在实际工程应用中，常忽略上式右边第三项 (ϕ 的二阶小)，得

ϕ̇ ≈ ω +
1

2
ϕ× ω (160)

近似处理 3：一般情况下，上式还可以进一步近似为

ϕ̇(t) = ω(t) +
1

2
∆θ(t)× ω(t) (161)

其中

∆θ(t) =

∫ t

tk−1

ω(τ)dτ, t ∈ [tk−1, tk] (162)

式(161)是一般惯性导航工程应用中根据陀螺角增量输出求解等效旋转矢量的计算式。接下来我们
首先讨论近似处理 3 的合理性及成立条件，对这一讨论不感兴趣的读者可以直接跳转到4.3.2小节。
对(160)求积分，得

ϕ(t) = ϕ(tk−1) +

∫ t

tk−1

[
ω(τ) +

1

2
ϕ(τ)× ω(τ)

]
dτ, t ∈ [tk−1, tk] (163)

一般我们只用 ϕ 来表示两个历元之间的姿态变化，所以 ϕ(tk−1) = 0。

ϕ(t) =

∫ t

tk−1

ω(τ)dτ +
1

2

∫ t

tk−1

ϕ(τ)× ω(τ)dτ

= ∆θ(t) +
1

2

∫ t

tk−1

ϕ(τ)× ω(τ)dτ

(164)

上式等号右边积分号内仍含有待求变量 ϕ(t)，所以按迭代积分的思路，将上式等号右边整体代入

其积分号内，替换 ϕ(t)，得

ϕ(t) = ∆θ(t) +
1

2

∫ t

tk−1

[
∆θ(τ) +

1

2

∫ τ

tk−1

ϕ(τ1)× ω(τ1)dτ1

]
× ω(τ)dτ

= ∆θ(t) +
1

2

∫ t

tk−1

∆θ(τ)× ω(τ)dτ +
1

4

∫ t

tk−1

(∫ τ

tk−1

ϕ(τ1)× ω(τ1)dτ1

)
× ω(τ)dτ

(165)
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在时段 [tk−1, t] 内如果 ϕ(τ1) 为小量，则上式等号右边第三项远小于第二项，故上式可简化如下：

ϕ(t) ≈ ∆θ(t) +
1

2

∫ t

tk−1

∆θ(τ)× ω(τ)dτ (166)

上式右边第二项是等效旋转矢量 ϕ 与角增量 ∆θ 之间的差值，通常称作转动不可交换性误差的修

正量。对上式等号两边同时求导，可得等效旋转矢量的简化式(161)。

4.3.2 求解等效旋转矢量微分方程

在实际应用中，高精度捷联惯性导航系统中的陀螺输出一般采用角增量形式，即采样间隔内的角度

增量，接下来基于式(161)根据陀螺输出的角增量测量值求解等效旋转矢量。(161)中，令 t = tk，有

ϕk ≡ ϕ(tk) = ∆θk +
1

2

∫ tk

tk−1

∆θ(t)× ω(t)dt, t ∈ [tk−1, tk] (167)

式中，∆θk = ∆θ(tk)。因为我们无法根据单次陀螺角增量输出求解出对应的等效旋转矢量，上式中的

积分项难以做进一步处理。一般情况下，我们需要对一个时段内的若干次陀螺角增量输出做一定的数

学模型假设，来逼近载体的真实角运动。常用的假设包括：

单子样假设：假设在积分时段内 [tk−1, tk]，角速度向量 ωb
Rb 为常向量（即方向和大小都保持不

变），即

ω(t) = ω(tk−1), t ∈ [tk−1, tk] (168)

此时，∆θ(t) 与 ω 方向相同，所以
1

2

∫ tk

tk−1

∆θ(t)× ω(t)dt = 0。因此，有

ϕk = ∆θk (169)

双子样假设：角速度向量在积分时间 [tk−2, tk] 内随时间线性变化。即

ω(t) = a+ b(t− tk−1) (170)

根据陀螺角增量输出定义，有

∆θk =

∫ tk

tk−1

ω(τ) dτ =

∫ tk

tk−1

a+ b(τ − tk−1) dτ = aT +
1

2
bT 2 (171a)

∆θk−1 =

∫ tk−1

tk−2

ω(τ) dτ =

∫ tk−1

tk−2

a+ b(τ − tk−1) dτ = aT − 1

2
bT 2 (171b)

∆θ(t) =

∫ t

tk−1

ω(τ) dτ =

∫ t

tk−1

a+ b(τ − tk−1) dτ

= a(t− tk−1) +
1

2
b(t− tk−1)

2

(171c)

式中，T 为采样间隔，T = tk+1 − tk = tk − tk−1，根据(171a)和(171b)，可求解系数 a 和 b

a =
∆θk−1 +∆θk

2T
, b =

∆θk −∆θk−1

T 2
(172)
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将式 (170) 和 (171c) 代入(167)积分式可得：

ϕk = ∆θk +
1

2

∫ tk

tk−1

[
a(t− tk−1) +

1

2
b(t− tk−1)

2

]
× [a+ b(t− tk−1)] dt

= ∆θk +
1

4

∫ tk

tk−1

a× b(t− tk−1)
2dt

= ∆θk +
1

12
(a× b)T 3

(173)

将式 (172) 代入上式，整理可得

ϕk = ∆θk +
1

12
(a× b)T 3

= ∆θk +
1

24
(∆θk−1 +∆θk)× (∆θk −∆θk−1)

= ∆θk +
1

12
∆θk−1 ×∆θk

(174)

要点回顾

等效旋转矢量要点回顾

1 刚体的有限转动是不可交换的。刚体的定点有限旋转都可以用绕经过该固定点的一个轴的
一次转动来实现

2 当载体的角速度方向随时间变化而不是做“定轴转动”时，直接将传感器角增量测量值代
入方向余弦矩阵或四元数微分方程的求解计算式中，式(56)和(135)，则会带来“不可交换
性误差”。

3 Bortz 方程：ϕ̇ = ω +
1

2
(ϕ× ω) +

1

ϕ2

[
1− ϕ sinϕ

2(1− cosϕ)

]
ϕ× (ϕ× ω)。

4 等效旋转矢量的双子样求解式：ϕk = ∆θk +
1

12
∆θk−1 ×∆θk。
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5 姿态更新算法示例

接下来，我们给出一个姿态更新算法案例。所谓姿态更新算法就是根据前一时刻的姿态和陀螺输出

的一个或多个测量值，计算当前时刻的姿态。姿态的递推计算可采用方向余弦矩阵或者四元数来实现，

而姿态的变化我们则采用等效旋转矢量来表示。

已知量

• 前一历元/时刻的姿态：Cn
b (tk−1), qnb (tk−1)。

• 陀螺输出的角增量测量值：∆θk，∆θk−1。

待求量：

• 当前历元/时刻的姿态：Cn
b (tk) 或 qnb (tk)。

用四元数进行姿态更新计算

姿态的递推计算可用四元数的如下连乘运算来实现:

q
n(k)
b(k) = q

n(k)
n(k−1) ◦ q

n(k−1)
b(k−1) ◦ qb(k−1)

b(k) (175a)

式中，q
b(k−1)
b(k) 表示 b 系姿态变化对应的四元数，

q
b(k−1)
b(k) =

 cos∥0.5ϕk∥

sin∥0.5ϕk∥
∥0.5ϕk∥

0.5ϕk

 (175b)

其中，ϕk 表示对应的等效旋转矢量，∥ϕk∥ =
√
ϕ2
x + ϕ2

y + ϕ2
z 表示等效旋转矢量的模长。ϕk 采用双子

样计算式。

ϕk = ∆θk +
1

12
∆θk−1 ×∆θk (175c)

q
n(k)
n(k−1) 表示 n 系姿态变化对应的四元数，

q
n(k)
n(k−1) =

 cos∥0.5ζk∥

−sin∥0.5ζk∥
∥0.5ζk∥

0.5ζk

 (175d)

式中，ζk 表示 n 系变化对应的等效旋转矢量，可理解为：n 系从 tk−1 时刻的状态，记作 n(k − 1)，绕

向量 ζk 正转角度 ∥ζk∥ 后达到 tk 时刻的状态，即 n(k)。ζk 计算如下：

ζk =

∫ tk

tk−1

[ωn
ie(t) + ωn

en(t)] dt ≈ [ωn
ie(tk−1) + ωn

en(tk−1)]∆t (175e)

其中，

ωn
ie =

[
ωe cosφ 0 −ωe sinφ

]T
(175f)
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ωn
en =


vE/(RN + h)

−vN/(RM + h)

−vE tanφ/(RN + h)

 (175g)

RM =
a(1− e2)√

(1− e2 sin2 φ)3
(175h)

RN =
a√

1− e2 sin2 φ
(175i)

式中 φ 为纬度（单位弧度），vE，vN 分别为东向和北向速度。RM 和 RN 分别为子午圈半径和卯酉圈

半径。a 为地球椭球长半轴，e 为地球椭球模型第一偏心率，对于 CGCS2000 椭球，a = 6378137.0m，

e = 0.08181919104。

用方向余弦矩阵进行姿态更新计算

用方向余弦矩阵来实现姿态的递推计算，跟四元数类似，可以通过如下连乘运算来实现

Cn(k)
b(k) = Cn(k)

n(k−1)C
n(k−1)
b(k−1) Cb(k−1)

b(k) (176)

其中，b 系和 n 系姿态变化矩阵 Cb(k−1)
b(k) 和 Cn(k)

n(k−1) 计算如下：

Cb(k−1)
b(k) = I + sin∥ϕk∥

∥ϕk∥
(ϕk×) +

1− cos∥ϕk∥
∥ϕk∥2

(ϕk×) (ϕk×) (177)

Cn(k)
n(k−1) = I − sin∥ζk∥

∥ζk∥
(ζk×) +

1− cos∥ζk∥
∥ζk∥2

(ζk×) (ζk×) (178)

等效旋转矢量 ϕk 和 ζk 分别按式(175c)和(175e)进行计算，相关变量按(175f)-(175i)进行计算。
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附录 姿态表达式的相互转换

前面介绍的四种姿态表达式在惯性导航应用中经常联合使用，需要相互转换。接下来，我们以载体

系 b 系和参考系 R 系为例，讨论这两个坐标系的相对姿态表达式之间相互转换的计算公式。在此之前，

我们再次明确强调各个符号的定义。b 系相对 R 系的姿态关系描述如下：R 系按“ZYX”的转轴顺
序依次转动角度 ψ，θ 和 ϕ 后与 b 系对齐。用等效旋转矢量则可做如下描述：R 系绕空间矢量 ϕ 的

方向转动角度 ϕ ≡ ∥ϕ∥ 后与 b 系对齐。相应的方向余弦矩阵 CR
b 和姿态四元数 qRb 的定义跟2.1小节

和3.5小节定义一致。只有遵循上述定义才能使用后面的转换公式。

欧拉角转方向余弦矩阵

CR
b =


cos θ cosψ − cosϕ sinψ + sinϕ sin θ cosψ sinϕ sinψ + cosϕ sin θ cosψ
cos θ sinψ cosϕ cosψ + sinϕ sin θ sinψ − sinϕ cosψ + cosϕ sin θ sinψ
− sin θ sinϕ cos θ cosϕ cos θ

 (A.1)

欧拉角转四元数

qRb =



cos ϕ
2

cos θ
2

cos ψ
2
+ sin ϕ

2
sin θ

2
sin ψ

2

sin ϕ
2

cos θ
2

cos ψ
2
− cos ϕ

2
sin θ

2
sin ψ

2

cos ϕ
2

sin θ
2

cos ψ
2
+ sin ϕ

2
cos θ

2
sin ψ

2

cos ϕ
2

cos θ
2

sin ψ
2
− sin ϕ

2
sin θ

2
cos ψ

2


(A.2)

方向余弦矩阵转欧拉角

方向余弦矩阵 CR
b 的第 i 行第 j 列的元素记作 cij , 1 ≤ i, j ≤ 3。首先计算俯仰角 θ

θ = tan−1 −c31√
c232 + c233

(A.3)

θ 的取值范围为 |θ| ≤ π/2。

当 |θ| ̸= π/2（实际计算时以 |c31| < 0.999 判断），则 ϕ 和 ψ 计算如下：

ϕ = tan−1 c32
c33

(A.4)

ψ = tan−1 c21
c11

(A.5)
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当 |c31| ≥ 0.999 时，只能计算 ϕ 和 ψ 的组合
ψ − ϕ = tan−1 c23 − c12

c13 + c22
: c31 ≤ −0.999,

ψ + ϕ = π + tan−1 c23 + c12
c13 − c22

: c31 ≥ 0.999.

(A.6)

方向余弦矩阵转四元数

首先做如下计算：

P1 = 1 + tr(CR
b ), P2 = 1 + 2c11 − tr(CR

b ),

P3 = 1 + 2c22 − tr(CR
b ), P4 = 1 + 2c33 − tr(CR

b )

(A.7)

式中，tr(CR
b ) 为矩阵的迹。

(1) 如果 P1 = max(P1, P2, P3, P4)，则

q1 = 0.5
√
P1, q2 =

c32 − c23
4q1

, q3 =
c13 − c31

4q1
, q4 =

c21 − c12
4q1

(A.8)

(2) 如果 P2 = max(P1, P2, P3, P4)，则

q2 = 0.5
√
P2, q3 =

c21 + c12
4q2

, q4 =
c13 + c31

4q2
, q1 =

c32 − c23
4q2

(A.9)

(3) 如果 P3 = max(P1, P2, P3, P4)，则

q3 = 0.5
√
P3, q4 =

c32 + c23
4q3

, q1 =
c13 − c31

4q3
, q2 =

c12 + c21
4q3

(A.10)

(4) 如果 P4 = max(P1, P2, P3, P4)，则

q4 = 0.5
√
P4, q1 =

c21 − c12
4q4

, q2 =
c13 + c31

4q4
, q3 =

c32 + c23
4q4

(A.11)

最后，如果算得的 q 的实部 q1 < 0，则让算得的 q 取反，即 q = −q。

四元数转方向余弦矩阵

CR
b =


q21 + q22 − q23 − q24 2 (q2q3 − q1q4) 2 (q2q4 + q1q3)

2 (q2q3 + q1q4) q21 − q22 + q23 − q24 2 (q3q4 − q1q2)

2 (q2q4 − q1q3) 2 (q3q4 + q1q2) q21 − q22 − q23 + q24

 (A.12)

四元数转旋转矢量

计 qRb =
[
q1 q2 q3 q4

]T
，对应的等效旋转矢量 ϕRb 计算如下：

• 如果 q1 ̸= 0
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∥0.5ϕ∥ = tan−1 sin∥0.5ϕ∥
cos∥0.5ϕ∥ =

√
q22 + q23 + q24

q1
(A.13)

f ≡ sin∥0.5ϕ∥
∥ϕ∥

(A.14)

ϕ =
1

f

[
q2 q3 q4

]T
(A.15)

• 如果 q1 = 0

ϕ = π
[
q2 q3 q4

]T
(A.16)

等效旋转矢量转方向余弦矩阵

CR
b = I + sin∥ϕ∥

∥ϕ∥
(ϕ×) +

1− cos∥ϕ∥
∥ϕ∥2

(ϕ×) (ϕ×) (A.17)

(ϕ×) ≡


0 −ϕz ϕy

ϕz 0 −ϕx
−ϕy ϕx 0

 (A.18)

等效旋转矢量转四元数

qRb =

 cos∥0.5ϕ∥

sin∥0.5ϕ∥
∥0.5ϕ∥

0.5ϕ

 (A.19)
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