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引 言

前面学习惯导位置、速度和姿态算法时，我们将惯性导航系统看成是一个没有误差的理想系统。在

实际应用中，没有什么系统是完美的，惯性导航解算的位置、速度和姿态等导航参数都不可避免地存在

误差。“惯性导航的误差随时间积累”估计是大家在惯导学习的早期就能形成的基本认识，并且我们还

能给出如下的定量描述：“典型的导航级惯导进行纯惯性推算，平面位置一小时漂移 1-2 海里”。那么，
这个误差指标是怎么计算出来的，需要什么前提条件呢？学习完本节的内容，我们可以准确回答这个问

题。

导致捷联惯性导航系统产生误差的因素称作误差源，主要有以下几种1：1）惯性传感器误差，即陀
螺和加速度计的噪声、零偏、比例因子误差和交轴耦合等各类误差。2）导航初始化误差，包括位置、速
度和姿态等参数的初值误差。3）重力误差，主要是重力模型误差和位置误差带来的重力计算误差等。这
些误差源都会随着惯导积分运算和导航参数的更新进行传播，导致后续导航参数误差不断累积。我们

可以用一组微分方程来描述惯性导航误差随时间的变化规律，也即各类误差源随时间的传播规律。这

组微分方程也就是惯导误差方程。

我们是否可以通过求解惯导误差微分方程来得到导航误差随时间变化的解析表达式呢？很遗憾，绝

大部分情况下我们将得到否定的答案。因为惯导误差的传播是一个随机噪声驱动的复杂时变系统，并

且跟载体的运动轨迹和动态紧密相关，即惯性导航误差微分方程中误差源的系数包含跟载体轨迹和动

态有关的变量。一般只能通过数据仿真的方法对导航误差进行精确定量评估，只有在某些特定的极其

简单的场景下可以求得解析解，例如静止或匀速直线运动等条件下。而一旦引入外部观测对惯导进行

校正形成组合导航解算，导航误差的传播分析则变得更加复杂，我们更难对导航误差做出定量描述。

接下来，我们将先推导惯导的位置、速度和姿态误差的微分方程，介绍惯性传感器误差的模型化处

理。在此基础上，分析静基座条件下（即惯导相对地面静止，此时复杂的惯导误差传播模型退化为线性

定常系统）惯导的误差传播，有助于我们增强对惯导规律的认识。因此，惯导误差方程是研究惯导误差

传播规律的基础，另一方面，惯导误差微分方程连同传感器误差模型构成了组合导航卡尔曼滤波的系统

状态方程，也是实现初始对准和组合导航解算的基础。

1算法设计也会导致导航误差，例如在更新惯导的位置、速度和姿态时所做的近似和简化处理。但是我们曾反复强调了惯导算法近似所带来的

误差必须远小于惯性传感器误差所导致的误差。
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1 惯导误差微分方程

我们常用扰动分析方法来推导惯导误差微分方程，即将带有误差的变量表示为变量真值与扰动误

差 (perturbation) 之和。
x̂ = x+ δx (1)

式中 x 表示任意变量，x̂ 表示带有误差的实际测量值或实际解算值，δx 表示 x̂ 相对于真值的扰

动/误差。惯性导航系统的误差传播模型实际上是一个非线性的数学模型。通过扰动分析求取惯性导航
误差微分方程相当于在导航状态真值附近进行泰勒展开并取至误差的一阶项，是非线性误差模型进行

线性化的一种数学方法。为控制惯导误差微分方程的线性化误差，一般要求扰动误差为小量。当扰动误

差非小量时，所得到的误差微分方程还是一个线性的微分方程，只不过线性化误差太大或不能接受。

取变量误差的运算符 δ 满足结合律：

δ(x+ y) = δx+ δy (2)

取变量误差的运算符 δ 与对变量的求导运算 d()/dt 可交换顺序，即：

δ(ẋ) =
d(δx)

dt
, ẋ =

dx

dt
(3)

根据上述定义，容易写出以下变量的扰动误差：

r̂n = rn + δrn (4)

v̂n = vn + δvn (5)

f̂ b = f b + δf b (6)

ω̂b
ib = ωb

ib + δωb
ib (7)

ω̂n
ie = ωn

ie + δωn
ie (8)

ω̂n
en = ωn

en + δωn
en (9)

ĝn
p = gn

p + δgn
p (10)

式中 r̂n 和 v̂n 分别为惯导推算的位置和速度向量，rn 和 vn 为惯导实际的位置和速度（真值），

δrn 和 δvn 分别为惯导位置误差和速度误差向量。投影在 n系可写作 δrn = [δrN δrE δrD]
T，δvn =

[δvN δvE δvD]
T。ω̂b

ib、f̂ b 分别为陀螺和加速度计的角速度和比力原始观测值，ωb
ib 和 f b 则分别为

陀螺和加速度计感知的角速度和比力真值，δωb
ib 和 δf b 分别表示陀螺和加速度计的原始观测误差。陀

螺和加速度计的原始观测误差又包含零偏、比例因子误差和噪声等误差项，将在后面介绍。同理，δωn
ie，

δωn
en，δgn

p 分别表示 ωn
ie、ωn

en、gn
p 的扰动误差，这三个量之所以要加上扰动误差是因为在计算它们值

的时候需要用到惯导推算的位置或速度，而惯导解算的位置和速度含有误差。δωn
ie，δωn

en，δgn
p 的具体

表达式参见附录。

值得注意的是：在推导惯导误差微分方程中，并非所有的变量都需加上扰动误差。判断一个变量

x 是否需要加上扰动误差应该基于以下原则：在计算或得到变量 x 的过程中是否引入含有误差的变量，

或者误差幅度是否可以小到忽略不计。例如，ωe
ie 不需要加扰动，而在计算 ωn

ie 时因为用到了当前载体

所在的纬度 φ（惯导推算值，含误差），所以 ωn
ie 的计算值 ω̂n

ie 也含有扰动误差。
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1.1 姿态误差微分方程

姿态变换不能直接套用向量运算（如欧拉角组不是真向量），实际解算的姿态也不能像位置和速度

向量那样直接写成真值与扰动误差之和，因而需要对姿态误差进行单独定义和处理。

惯导的姿态可用方向余弦矩阵 Cn
b 来表示。回顾各坐标系的定义，导航坐标系 (n 系) 是一个随原

点坐标变化而变化的一个坐标系，一旦确定其原点，则可以明确定义相应的 n 系：x、y 轴位于当地水

平面内，分别指示北向和东向，z 轴指示垂向。对应于载体真实位置的 n 系，我们称之为真 n 系。理想

情况下捷联惯性导航系统能够计算出载体坐标系 (b 系) 与真实导航坐标系 (n 系) 之间的相对关系（即
建立捷联惯导系统的理想数学平台），可用姿态矩阵 Cn

b 来表示。然而，惯导系统解算的姿态矩阵 Ĉn
b

与真实的姿态矩阵 Cn
b 之间存在偏差。因为姿态矩阵指示两个坐标系之间的角度关系，当存在偏差时

可将相互间的角度偏差归算到某一个坐标系中。不失一般性，对于 Ĉn
b，可认为 b 系与真实 b 系对齐，

而姿态误差全部归算到 n 系。因此，Ĉn
b 可写作

Ĉn
b = Cn̂

b (11)

式中 n̂ 系，也常称作 p 系。按此定义，惯导解算的姿态矩阵 Ĉn
b 与真实的姿态矩阵 Cn

b 的偏差表

示为 p 系与真 n 系之间的偏差。根据姿态矩阵的连乘法则，有

Ĉn
b = Cn̂

b = Cp
b = Cp

nCn
b (12)

p 系与 n 系之间的关系可用等效旋转矢量 ϕnp（后面简写为 ϕ）来描述，定义为：n 系绕 ϕ 的正

方向转动角度 ϕ(ϕ 的模长) 后与 p 系重合，如图 1 所示。ϕ 常称作失准角误差，这样定义的姿态误差

模型也被称作 ϕ 角误差模型。将 ϕ 投影在 n 系下，可写作 ϕn = [ϕN ϕE ϕD]
T。

假设失准角 ϕ 为小量，根据等效旋转矢量与姿态矩阵间的转换关系，可得

Cp
n = I − (ϕ×) (13)

式中 (ϕ×) 表示 ϕ 对应的反对称矩阵。将式 (13) 代入 (12)，可得

Ĉn
b = Cn̂

b = Cp
b = Cp

nCn
b

= [I − (ϕ×)]Cn
b

(14)

回顾姿态矩阵的微分方程2

Ċn
b = Cn

b (ω
b
ib×)− (ωn

in×)Cn
b (15)

姿态误差微分方程式的推导思路如下：等式 (14) 两边对时间求导，对式 (15) 进行误差扰动；令上
述两式得到的

˙̂Cn
b 的表达式相等，略去关于误差的二阶小量，整理得到惯性导航的姿态误差微分方程表

达式。

首先，等式 (14) 两边对时间求导

˙̂Cn
b =

d

dt
Ĉn

b =
d

dt
([I − (ϕ×)]Cn

b )

= −(ϕ̇×)Cn
b + [I − (ϕ×)] Ċn

b

= −(ϕ̇×)Cn
b + [I − (ϕ×)]

[
Cn

b (ω
b
ib×)− (ωn

in×)Cn
b

]
= −(ϕ̇×)Cn

b + Cn
b (ω

b
ib×)− (ωn

in×)Cn
b − (ϕ×)Cn

b (ω
b
ib×) + (ϕ×)(ωn

in×)Cn
b

(16)

2具体推导可参考 Lecture4 姿态算法
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图 1: n 系、p 系、c 系相对关系示意图

对式 (15) 进行误差扰动，省略误差的二阶小量，整理可得

˙̂Cn
b = Ĉn

b (ω̂
b
ib×)− (ω̂n

in×)Ĉn
b

= [I − (ϕ×)]Cn
b

[
(ωb

ib + δωb
ib)×

]
− [(ωn

in + δωn
in)×] [I − (ϕ×)]Cn

b

≈ Cn
b (ω

b
ib×)− (ωn

in×)Cn
b − (ϕ×)Cn

b (ω
b
ib×) + Cn

b (δω
b
ib×) + (ωn

in×)(ϕ×)Cn
b − (δωn

in×)Cn
b

(17)

注意，式中忽略了误差的二阶小量 (ϕ×)Cn
b (δω

b
ib×) 和 (δωn

in×)(ϕ×)Cn
b。令式 (16) 与式 (17) 右

边相等，整理得到

− (ϕ̇×)Cn
b + (ϕ×)(ωn

in×)Cn
b = Cn

b (δω
b
ib×) + (ωn

in×)(ϕ×)Cn
b − (δωn

in×)Cn
b (18)

上述等式两边右乘矩阵 Cb
n（姿态矩阵 Cn

b 的转置 (Cn
b )

T），得3

−(ϕ̇×) + (ϕ×)(ωn
in×) = Cn

b (δω
b
ib×)Cb

n + (ωn
in×)(ϕ×)− (δωn

in×)

= (δωn
ib×) + (ωn

in×)(ϕ×)− (δωn
in×)

(19)

整理可得

(ϕ̇×) = (ϕ×)(ωn
in×)− (ωn

in×)(ϕ×)− (δωn
ib×) + (δωn

in×) (20)

上式可进一步整理得4

(ϕ̇×) = [(ϕ× ωn
in)×]− (δωn

ib×) + (δωn
in×) (21)

上述等式两边各项都是向量的反对称矩阵，容易写出与上式对应的姿态误差微分方程的向量形式：

ϕ̇ = −ωn
in × ϕ+ δωn

in − δωn
ib (22)

3应用以下矩阵运算定理：(vR×) = CR
b (vb×)Cb

R

4向量的反对称矩阵乘法满足：[(v1 × v2)×] = (v1×)(v2×) − (v2×)(v1×)

4
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式 (22) 即捷联惯导姿态误差（微分）方程，反映了 p 系相对于理想真 n 系的失准角 ϕ 随时间

的变化规律。式中，δωn
ib = [δωn

ib,N δωn
ib,E δωn

ib,D]
T 为陀螺原始测量误差向量在 n 系下的投影。将

ωn
in = ωn

ie + ωn
en、δωn

in 和 δωn
ib 的具体表示代入，可得式 (22) 的具体展开式，如下：

ϕ̇N =− ωe sinφ

RM + h
δrN +

vE
(RN + h)2

δrD +
1

RN + h
δvE −

(
ωe sinφ+

vE tanφ

RN + h

)
ϕE

+
vN

RM + h
ϕD − δωn

ib,N

(23)

ϕ̇E =− vN
(RM + h)2

δrD − 1

RM + h
δvN +

(
ωe sinφ+

vE tanφ

RN + h

)
ϕN

+

(
ωe cosφ+

vE
RN + h

)
ϕD − δωn

ib,E

(24)

ϕ̇D =−
[
ωe cosφ
RM + h

+
vE sec2 φ

(RM + h)(RN + h)

]
δrN − vE tanφ

(RN + h)2
δrD − tanφ

RN + h
δvE

− vN
RM + h

ϕN −
(
ωe cosφ+

vE
RN + h

)
ϕE − δωn

ib,D

(25)

1.2 速度误差微分方程

速度误差是指惯导推算的速度与真实速度之间的偏差，如式 (5) 所定义，描述这一偏差的变化规律
的微分方程称作速度误差（微分）方程。

回顾惯导速度微分方程，

v̇n = Cn
b f

b − (2ωn
ie + ωn

en)× vn + gn
p (26)

在实际计算时，表示为

˙̂vn = Ĉ
n

b f̂
b − (2ω̂n

ie + ω̂n
en)× v̂n + ĝn

p (27)

将式 (6)、(8)、(9)、(10) 代入上式，得

v̇n + δv̇n = [I − (ϕ×)]Cn
b (f

b + δf b)− (2ωn
ie + ωn

en + 2δωn
ie + δωn

en)× (vn + δvn) + gn
p + δgn

p (28)

展开后省略关于误差的二阶小量，得

δv̇n = Cn
b δf

b + fn × ϕ− (2ωn
ie + ωn

en)× δvn + vn × (2δωn
ie + δωn

en) + δgn
p (29)

5
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式 (29) 即惯导速度误差微分方程。其详细展开式为

δv̇N =−
[
2vEωe cosφ
RM + h

+
v2E sec2 φ

(RM + h)(RN + h)

]
δrN +

[
vNvD

(RM + h)2
− v2E tanφ

(RN + h)2

]
δrD

+
vD

RM + h
δvN − 2

(
ωe sinφ+

vE tanφ

RN + h

)
δvE +

vN
RM + h

δvD − fDϕE + fEϕD + δfN

(30)

δv̇E =

[
2ωe(vN cosφ− vD sinφ)

RM + h
+

vNvE sec2 φ
(RM + h)(RN + h)

]
δrN +

vEvD + vNvE tanφ

(RN + h)2
δrD

+

(
2ωe sinφ+

vE tanφ

RN + h

)
δvN +

vD + vN tanφ

RN + h
δvE +

(
2ωe cosφ+

vE
RN + h

)
δvD

+ fDϕN − fNϕD + δfE

(31)

δv̇D =
2ωevE sinφ

RM + h
δrN −

[
v2E

(RN + h)2
+

v2N
(RM + h)2

− 2gp√
RMRN + h

]
δrD − 2vN

RM + h
δvN

− 2

(
ωe cosφ+

vE
RN + h

)
δvE − fEϕN + fNϕE + δfD

(32)

1.3 位置误差微分方程

惯导位置误差可以表示为纬度 φ、经度 λ 和高程 h 的偏差，也可以表示为 n 系下的位置误差向量

δrn，如式 (6) 所定义。下面给出上述两种形式的惯导误差微分方程。

1.3.1 纬度、经度和高程的误差方程

载体的位置可用大地坐标（纬度 φ、经度 λ 和椭球高 h）来表示。位置误差则可用位置坐标 φ、λ

和 h 的误差 (分别记作标 δφ、δλ 和 δh) 来表示。
回顾纬度、经度和高程的微分方程，

φ̇ =
vN

RM + h
(33)

λ̇ =
vE

(RN + h) cosφ (34)

ḣ = −vD (35)

式中 RM、RN 分别为载体所在位置的子午圈半径和卯酉圈半径。vN、vE 和 vD 为载体速度向量

在 n 系北向、东向和竖直向下三个方向上的投影分量。

对式 (33)-(35)进行扰动分析，并考虑到式中 RM 和 RN 在短时间内变化很小，均视为常值，可得
5

δφ̇ = − vN
(RM + h)2

δh+
1

RM + h
δvN (36)

δλ̇ =
vE tanφ

(RN + h) cosφδφ− vE
(RN + h)2 cosφδh+

1

(RN + h) cosφδvE (37)

δḣ = −δvD (38)

式 (36)、(37)、(38) 即纬度、经度和高程的误差微分方程。
5对分母中的变量 φ 和 h 进行扰动时，参考附录 δgn

p 的推导过程。
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1.3.2 δrn 位置误差方程

e 系下的位置更新方程可写作，

re(t) = re(t0) +

∫ t

0

Ce
n(τ)v

n(τ)dτ (39)

式中 Ce
n 为 n 系到 e 系的投影变换矩阵，也称作位置矩阵，其与纬度 (φ) 和经度 (λ) 的转换关系

为：

Ce
n =


− sinφ cosλ − sinλ − cosφ cosλ
− sinφ sinλ cosλ − cosφ sinλ

cosφ 0 − sinφ

 (40)

在实际计算时，表示为

r̂e(t) = r̂e(t0) +

∫ t

0

Ĉe
n(τ)v̂

n(τ)dτ (41)

对式 (40) 进行扰动分析，并假设 φ 和 λ 的误差均为小量，可得

Ĉe
n = Ce

n [I + (δθ×)] (42)

式中

δθ =


δλ cosφ
−δφ

−δλ sinφ

 =


δrE/(RN + h)

−δrN/(RM + h)

−δrE tanφ/(RN + h)

 (43)

将式 (42) 代入 (41)，得

re(t) + δre(t) = re(t0) + δre(t0) +

∫ t

0

Ce
nCn

n̂(v
n + δvn)dτ

= re(t0) + δre(t0) +

∫ t

0

Ce
n [I + (δθ×)] (vn + δvn)dτ

(44)

整理可得

δre(t) = δre(t0) +

∫ t

0

Ce
nδv

n + Ce
n(δθ×)vndτ (45)

已知位置误差转换关系式

δrn = Cn
e δr

e (46)

对上述等式两边求导，并带入姿态矩阵微分方式，可得

δṙn =
d(Cn

e δr
e)

dt
= Ċn

e δr
e + Cn

e

d(δre)

dt

= Cn
e (−ωe

en×)Ce
nδr

n + Cn
e [Ce

nδv
n + Ce

n(δθ×)vn]

= −ωn
en × δrn + δθ × vn + δvn

(47)

上式即 n 系位置误差微分方程。其具体展开式为

δṙN = − vD
RM + h

δrN +
vN

RM + h
δrD + δvN (48)

δṙE =
vE tanφ

RN + h
δrN − vD + vN tanφ

RN + h
δrE +

vE
RN + h

δrD + δvE (49)

δṙD = δvD (50)

7



i2 Na
v

DR
AF

T

1.4 惯性传感器误差建模

惯性测量单元（IMU）是惯性导航系统的传感部件，通常包含 3 个加速度计与 3 个单自由度陀螺，
安装在 3 个正交的敏感轴上6。其中加速度计用于测量比力（定义为载体相对于惯性空间的全加速度和

引力加速度的矢量差），陀螺用于测量载体相对于惯性空间的转动角速度。加速度计和陀螺的实际输出

不可避免地存在误差，主要包括：零偏误差、比例因子误差、交轴耦合误差和随机噪声等。

陀螺和加速度计原始观测模型可写作

ω̂b
ib = ωb

ib + bg + Sgω
b
ib + Ngω

b
ib +wg (51)

f̂
b
= f b + ba + Saf

b + Naf
b +wa (52)

其中

Sg =


Sg,x 0 0

0 Sg,y 0

0 0 Sg,z

 , Ng =


0 Ng,xy Ng,xz

Ng,yx 0 Ng,yz

Ng,zx Ng,zy 0

 (53)

Sa =


Sa,x 0 0

0 Sa,y 0

0 0 Sa,z

 , Na =


0 Na,xy Na,xz

Na,yx 0 Na,yz

Na,zx Na,zy 0

 (54)

式中 ω̂b
ib 表示陀螺实际的角速度测量输出，ωb

ib 为 b 系下的理论角速度；bg 为陀螺零偏，Sg 为陀

螺的比例因子误差矩阵，其中 Sg,x、Sg,y、Sg,z 分别为 x、y、z 轴陀螺的比例因子误差值。Ng 为交轴

耦合误差矩阵，其元素 Ng,xy 表示 x、y 轴陀螺之间的非正交误差，其余元素含义类推。wg 表示陀螺

测量值的白噪声。式中 f̂
b
表示加速度计实际的比力测量输出，f b 为 b 系下的加速度计感知的理论比

力；ba 为加速度计零偏，Sa 为加速度计的比例因子误差矩阵，其中 Sa,x、Sa,y、Sa,z 分别为 x、y、z

轴加速度计的比例因子误差值。Na 为交轴耦合误差矩阵，其元素 Na,xy 表示 x、y 轴加速度计之间的

非正交误差，其余元素的含义类推。wa 表示陀螺测量值的白噪声。

从式 (51) 和 (52) 易得陀螺和加速度计的测量误差模型：

δωb
ib = bg + Sgω

b
ib + Ngω

b
ib +wg (55)

δf b = ba + Saf
b + Naf

b +wa (56)

惯性传感器误差都包含常值项、随温度变化项、随机逐次上电启动项和工作期间变化等成分。对于

传感器误差中的确定性误差成分（如常值和随温度变化项）可以通过实验室标定的方式进行补偿修正。

真正影响后续组合导航系统设计的是补偿了确定性误差之后的残余随机误差项。常用的做法是将上述

误差模型化，并将其增广到系统状态量中在组合导航数据处理中进行在线估计。

由于一阶高斯-马尔可夫过程符合大多数物理过程且有一个相对简单的数学描述，因此常用于描述
随时间变化缓慢的 IMU 误差，如零偏和比例因子。连续型一阶高斯马尔可夫过程可由以下方程来描述：

ẋ(t) =
1

T
x(t) + w(t) (57)

6本讲义讨论的惯性传感器与载体固联，即捷联式惯性导航系统
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式中 x(t) 表示一阶高斯马尔可夫过程，由过程的均方值 σ2 和相关时间 T 两个参数来描述。w(t)

为驱动白噪声过程，其方差强度为 q =
2σ2

T
。一阶高斯马尔可夫过程的离散化形式为:

xk+1 = e−∆tk+1/Txk + wk (58)

离散化驱动白噪声的方差强度为 qk = σ2(1− e∆tk+1/T )，∆tk+1 为采样时间间隔。

9



i2 Na
v

DR
AF

T

2 静基座误差传播特性分析

捷联惯导的动态误差传播本质上是一个复杂的时变系统，导航误差跟载体的运动轨迹密切相关，一

般情况下无法得到惯导误差微分方程的时域解析解，只能通过数值仿真的方法进行定量分析。但是，静

基座或匀速直线运动等简单场景下，惯导的误差传播变得相对简单，退化成了线性定常系统，可求得惯

导误差微分方程组的时域解析解，得到惯导误差的解析表达式。这有助于加深对惯导误差传播规律的

认识，并作定量分析。

2.1 静基座误差方程

为了分析惯性导航系统的基本误差特性，我们假设载体处于地面静止状态，同时载体的位置精确已

知，并将参数 RM 和参数 RN 近似为地球平均半径 R，此时有
vn = 0

fn =
[
0 0 −g

]T
RM = RN ≈ R

(59)

将上式带入等式 (23)-(25)、(30)-(32) 和 (48)-(50) 的右边，则惯导误差微分方程可简化为：

ϕ̇N = ωDδrN/R+ δvE/R+ ωDϕE − δωn
ib,N

ϕ̇E = −δvN/R− ωDϕN + ωNϕD − δωn
ib,E

ϕ̇D = −ωNδrN/R− tanφδvE/R− ωNϕE − δωn
ib,D

δv̇N = 2ωDδvE + gϕE + δfN

δv̇E = −2ωDδvN + 2ωNδvD − gϕN + δfE

δṙN = δvN

δṙE = δvE

(60)

高程通道 δv̇D = 2gδrD/R− 2ωNδvE + δfD

δṙD = δvD
(61)

式中 ωN 和 ωD 分别为 ωn
ie 的北向和垂向分量，详见附录。

2.2 简化的水平通道

在式 (60) 中，如果令 δrN = 0，ϕN = ϕD = 0，则可以得到 δrN、δvN 和 ϕE 三个状态构成的简化

的水平北向通道。如果令 δvN = 0，δvD = 07，且 ϕD = 0，则可以得到 δrE、δvE 和 ϕN 三个状态构成

7注意：这样简化后只保留了纯粹的舒勒周期项，如果不做这个简化，则可以分析出傅科周期和地球自转周期等调制项。但对普通应用，使用

时长远小于这两个周期长度，故本讲义只以舒勒周期为例阐述误差分析的方法。
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的简化的水平北向通道。 
ϕ̇E = − 1

R
δvN − δωn

ib,E

δv̇N = gϕE + δfN

δṙN = δvN

(62)


ϕ̇N =

1

R
δvE − δωn

ib,N

δv̇E = −gϕN + δfE

δṙE = δvE

(63)

下面以水平北向通道为例阐述惯导误差特性分析的基本方法，并介绍惯导误差的基本特性。进一步

假设东向陀螺误差和北向加速度计误差均为常值，即 δω̇n
ib,E = 0，δḟN = 0。定义以下误差状态向量：

δxN =
[
δrN δvN ϕE δfN δωn

ib,E

]T
(64)

则式 (62) 可写成如下形式：
δẋN (t) = FN (t)δxN (t) (65)

其中

FN (t) =



0 1 0 0 0

0 0 g 1 0

0 − 1

R
0 0 −1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


(66)

利用拉普拉斯变换方法8求解上述微分方程组，易得 δxN (t) 的时域解析解为：

δxN (t) = L−1
[
(sI − F)−1δxN (0)

]
(67)

式中 s 为拉普拉斯算子，L−1 为拉普拉斯逆变换，δxN (0) 为相应的初值。其中，北向位置误差的

解为：

δrN (t) = δrN,0 +
sinωst

ωs

δvN,0 +R(1− cosωst)ϕE +
1− cosωst

ω2
s

δfN +R(
sinωst

ωs

− t)δωn
ib,E (68)

式中 δrN,0 为初始北向位置误差，δvN,0 为初始北向速度误差，ωs =
√
g/R 为舒勒 (Schuler) 角频

率。等式右边第 2-5 项均为周期项，其周期为 Ts = 2π/ωs。若取数值 g = 9.8m/s2 和 R = 6371km，易
得舒勒周期 Ts ≈ 84.4 min。
根据式 (68)，可画出各误差项的曲线。例如，假设载体所在位置的纬度 φ = 30◦，初始速度误差

δvN,0 = 0.1 m/s，等效北向加速度计常值零偏 δfN = 10 mGal，常值俯仰角误差 ϕE = 5′′，等效东向陀

螺常值零偏 δωn
ib,E = 0.01◦/h 9。将上述假设代入式 (68)，可得等式右边 2-5 误差项的曲线，如图 (2)

所示。

对式 (62) 中北向速度误差求二阶导数，易得
8详见《复变函数》教材
9典型导航级惯导的误差水平
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图 2: 各误差源对北向位置误差的影响

δv̈N +
g

R
δvN = −gδωn

ib,E (69)

可见，北向速度误差与俯仰角误差耦合在一起形成一个无阻尼二阶振荡系统10，由上述非齐次线性

二阶微分方程描述，解上述微分方程可得系统振荡周期约为 84 min，即舒勒周期。这说明惯性导航系
统具有舒勒摆特性，这是惯性导航系统最本质的特征，实际上早期的平台式惯导其惯性平台就是一个物

理上能实现的舒勒摆。

图 (3) 为与式 (62) 等效的控制系统结构图，很明显存在一个闭环回路。沿该环路转一圈，只碰到
1 个负号（即奇数个负号），因此可以判断该闭环为负反馈；环路中存在两个积分环节，因此是二阶系
统，存在振荡的可能性；由于环路中没有阻尼项，因此在常值误差激励下，会形成等幅振荡，而如果误

差中包含白噪声等随机误差，对系统不断注入能量。舒勒调谐是一个根源于地球表面是球面这一事实

而形成的微弱负反馈回路，它能够显著减缓惯导误差的发散速率。但需要注意的是，舒勒调谐只会出现

在导航级等高精度惯导系统中；而对于低精度惯导，其陀螺误差的幅度会远大于图 3 中的角速度反馈
项，从而使得负反馈闭环的作用微乎其微。

图 3: 水平北向通道舒勒回路

10类比单摆的简谐振动微分方程式 ẍ +
g

l
x = 0，其中 g 为当地重力值，l 为摆长。
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2.3 高程通道

将 δh = −δrD 代入式 (61)，则高程通道微分方程组可重写如下：δv̇D = −2gδh/R− 2ωNδvE + δfD

δḣ = −δvD
(70)

求 δh 的二阶导，得

δḧ = −δv̇D = 2gδh/R+ 2ωNδvE − δfD (71)

利用拉普拉斯变换方法求解上述微分方程，假设 δh(t0) = δh0，δvD(t0) = δvD0，δfD 均为常值。易

得 δh(t) 的时域解析表达式为

δh(t) = δh0 cosh(
√
2ωst) +

δvD0√
2ωs

sinh(
√
2ωst) +

2ωNδvE − δfD
2ω2

s

[
cosh(

√
2ωst)− 1

]
(72)

式中 sinh 和 cosh 分别为双曲正弦和双曲余弦函数11。由此可见，初始高度误差 δh0、初始垂向速

度误差 δvD0、等效垂向加速度计常值零偏 δfD 和东向速度误差 δvE 都使得高程误差不断累积，呈指数

发散。这说明，惯性导航系统的高程通道是不稳定的，而且误差发散速度很快。纯惯导的高程通道不能

长时间单独使用，必须借助外部辅助设备提供高程修正，例如 GNSS 或气压高程计。
在短时间内（例如十几分钟），将 ωst 看作小量，则 cosh(

√
2ωst) ≈ 1，sinh(

√
2ωst) ≈

√
2ωst，

cosh(
√
2ωst)− 1 ≈ ω2

st
2。因此，式 (72) 可简化为：

δh(t) = δh0 + δvD0t+ ωNδvEt
2 − 1

2
δfDt

2 (73)

可见，在短时间内高程误差近似为垂向加速度计误差的二次积分结果。

11sinh x = ex−e−x

2
, cosh x = ex+e−x

2
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附 录

经纬度误差与 δrn 之间的关系为

δrN = δφ(RM + h) (A.1)

δrE = δλ(RN + h) cosφ (A.2)

下面给出地球自转角速度向量 ωn
ie、导航坐标系转动角速度 ωn

en 和正常重力 gp 的扰动误差表达式，

其定义见式 (8)-(10)。ωn
ie 和 ωn

en 的表达式重写如下：

ωn
ie =

[
ωN ωE ωD

]
=

[
ωe cosφ 0 −ωe sinφ

]T
(A.3)

ωn
en =

[
vE

RN + h

−vN
RM + h

−vE tanφ

RN + h

]T
(A.4)

上式中，ωe 为地球自转角速度大小，φ 为当地纬度。ωn
ie 的实际计算值为：

ω̂n
ie =


ωe cos(φ+ δφ)

0

−ωe sin(φ+ δφ)

 =


ωe(cosφ cos δφ− sinφ sin δφ)

0

−ωe(sinφ cos δφ+ cosφ sin δφ)

 (A.5)

假设纬度误差 δφ 为小量，则上式可整理为

ω̂n
ie =


ωe cosφ− ωe sinφδφ

0

−ωe sinφ− ωe cosφδφ

 (A.6)

将式 (A.3) 和 (A.6) 代入 (8)，可得

δωn
ie =

[
−ωe sinφδφ 0 −ωe cosφδφ

]T
(A.7)

将式 (A.1) 和 (A.2) 代入 (A.7)，可得

δωn
ie =

[
− ωe sinφ

RM + h
δrN 0 −ωe cosφ

RM + h
δrN

]T
(A.8)

同理，易得 δωn
en 的表达式：

δωn
en =


vE

(RN + h)2
δrD +

1

RN + h
δvE

− vN
(RM + h)2

δrD − 1

RM + h
δvN

− vE
(RM + h)(RN + h) cos2 φδrN − vE tanφ

(RN + h)2
δrD − tanφ

(RN + h)
δvE

 (A.9)

得到 δωn
ie 和 δωn

en 的具体表达式后，容易写出 δωn
in 的表达式，因为 δωn

in = δωn
ie + δωn

en。

当地重力有如下关系式

gn
p = gn

0

RMRN

(
√
RMRN + h)2

(A.10)
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式中 gn
0 为地球参考椭球表面处 (h = 0) 的正常重力值。对上式进行扰动分析，短时间内将 RM 和

RN 看作常值，且只考虑重力随高程的变化，即将 gn
p 看作高程变量 h 的函数，表示为 gn

p = f(h)。实

际重力计算值 ĝn
p = f(ĥ) 表达式为：

ĝn
p = gn

0

RMRN

(
√
RMRN + ĥ)2

(A.11)

因为含误差的量 ĥ 在式子的分母中，所以将函数 ĝn
p 在真值处进行泰勒展开，并取至一阶项。当需

要扰动的变量出现在式子分母中时，可采用此方法进行推导。

f(ĥ) = f(h) + f ′(h)(ĥ− h)

= f(h) + f ′(h)δh
(A.12)

将 f(ĥ) = ĝn
p = gn

p + δgn
p 代入上式，可得

gn
p + δgn

p = gn
p +

∂(gn
p )

∂h

∣∣∣∣
h

δh (A.13)

整理得

δgn
p =

∂(gn
p )

∂h

∣∣∣∣
h

δh = gn
0

−2RMRN

(
√
RMRN + h)3

δh (A.14)

将式 (A.10) 代入上式，可得

δgn
p =

−2gn
p√

RMRN + h
δh

=

[
0 0

2g√
RMRN + h

δrD

]T (A.15)
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