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引 言

惯性导航是一种积分运算，其导航误差随时间积累，常需要与其他导航定位手段进行组合来解决精

度发散的问题。全球导航卫星系统（GNSS）/INS 是常用的一种组合导航系统，实现了 GNSS 与 INS
两个子系统的优势互补，以提升导航系统的精度和冗余度。GNSS/INS组合有多种具体的实现方式，如
松组合、紧组合和深组合等。GNSS/INS 松组合是在位置、速度这一信息层面的组合，组合形式简单。
在工程实践中最常用扩展卡尔曼滤波来实现 GNSS 和 IMU 的数据融合解算。本讲义介绍 GNSS/INS
松组合算法设计，重点在于正确构建系统状态方程和观测方程。
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1 卡尔曼滤波

卡尔曼滤波算法作为一种重要的最优估计理论被广泛应用于各种领域，组合导航系统的设计是其

成功应用中的一个最主要方面。卡尔曼滤波有离散型和连续型两种形式，前者可直接用于数字计算机上

实现，后者更常用于卡尔曼滤波的理论性能分析。这里只介绍应用离散卡尔曼滤波算法实现 GNSS/INS
松组合解算的具体设计。

假设有离散线性系统，k 时刻的系统状态 xk 受系统噪声序列 wk−1 驱动；系统状态方程及量测方

程均为系统状态量的线性方程1：

xk = Φk/k−1xk−1 + Γk−1wk−1 (1)

zk = Hkxk + vk (2)

式中，下标 k− 1和 k 分别表示时刻 tk−1 和 tk，x表示状态向量（n× 1）；Φk/k−1 为 tk−1 至 tk 时

刻的状态一步转移矩阵（n× n）；Γk−1 为系统噪声驱动阵（n× s）；zk 为 tk 时刻的观测向量（m× 1）；

Hk 为观测矩阵（m× n）；wk−1 为系统激励噪声（s× 1），vk 为量测噪声（m× 1）。要求 wk 与 vk 是

互不相关的零均值白噪声序列，即满足 
wk ∼ N(0,Qk)

vk ∼ N(0,Rk)

E
(
wkv

T
j

)
= 0

(3)

式中，Qk 为系统状态噪声方差阵，Rk 为量测噪声方差阵。

在一个滤波周期内，卡尔曼滤波的信息更新过程可以分为时间更新过程和量测更新过程。其中时间

更新又被称为预测，一步预测的状态及其协方差阵为：

x̂k/k−1 = Φk/k−1x̂k−1 (4)

Pk/k−1 = Φk/k−1Pk−1Φ
T
k/k−1 + Γk−1Qk−1Γ

T
k−1 (5)

式中 x̂k/k−1 为 tk 时刻的状态向量预测值，x̂k−1 为前一时刻 tk−1 状态向量的最优估值。Pk/k−1

为当前时刻 tk 的状态最优估计的方差协方差阵的预测值，Pk−1 为前一时刻 tk−1 的方差协方差阵最优

估值。

在量测更新过程中首先计算增益矩阵 K，然后更新系统状态 x 及误差协方差阵 P。当 Qk 非负定，

Rk 为正定阵时，xk 的最优估值 x̂k 可按下述方程求解：

Kk = Pk/k−1HT
k (HkPk/k−1HT

k + Rk)
−1 (6)

x̂k = x̂k/k−1 + Kk(zk − Hkx̂k/k−1) (7)

Pk = (I − KkHk)Pk/k−1 (I − KkHk)
T
+ KkRkKT

k (8)

式 (4)∼(8) 即离散型卡尔曼滤波的基本方程，只要给定初值 x̂0 和 P0，根据 tk 时刻的量测就可递

推计算任意时刻 tk 的状态估计 x̂k。其中 Pk 有多种等价的表达式，(8) 被称为 Joseph 形式，由于能够
保证的对称性和正定性，在工程中应用最为广泛。虽然很多物理系统是连续系统，但只要合理离散化就

能使用离散型卡尔曼滤波的基本方程。

1未考虑确定性控制输入项
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2 GNSS/INS 松组合滤波设计

GNSS/INS 松组合卡尔曼滤波算法设计的关键在于：建立离散时间系统误差状态模型，然后构建
误差状态的线性观测方程。有了系统模型和观测方程则可直接使用卡尔曼滤波的基本方程进行组合导

航解算，即完成了组合导航的算法设计。

2.1 系统状态方程

GNSS/INS 松组合常采用误差状态卡尔曼滤波（间接卡尔曼滤波）进行组合导航解算，以解决系
统的非线性问题。因此，卡尔曼滤波的状态向量包含导航状态误差和传感器误差，定义为

δx(t) =
[
(δrn)T (δvn)T ϕT bTg bTa sTg sTa

]T
(9)

式中，δrn 为惯导位置误差向量；δvn 为惯导速度误差向量；ϕ 为姿态误差向量；bg 为三轴陀螺

零偏向量；ba 为三轴加速度计零偏向量；sg 为陀螺比例因子误差向量；sa 为加速度计比例因子误差向

量。向量 δx 中的各分量均为时间的函数，为书写方便，省略了时间变量符号 t。式 (9) 表示将陀螺和
加速度计的零偏及比例因子误差增广到卡尔曼滤波的状态量中进行估计。

为得到系统状态方程，首先需要得到 δx(t) 的连续时间微分方程，写作如下形式：

δẋ(t) = F(t)δx(t) + G(t)w(t) (10)

对 δx(t) 向量求导即对向量的各分量分别对时间 t 求导，其中位置、速度和姿态误差微分方程已在

前面推导得到，抄写如下：

δṙn = −ωn
en × δrn + δθ × vn + δvn (11)

δv̇n = Cn
b δf

b + fn × ϕ− (2ωn
ie + ωn

en)× δvn + vn × (2δωn
ie + δωn

en) + δgn
p (12)

ϕ̇ = −ωn
in × ϕ+ δωn

in − δωn
ib (13)

陀螺和加速度计零偏及比例因子误差均建模为一阶高斯马尔可夫过程，

ḃg(t) = − 1

Tgb

bg(t) +wgb(t)

ḃa(t) = − 1

Tab

ba(t) +wab(t)

ṡg(t) = − 1

Tgs

sg(t) +wgs(t)

ṡa(t) = − 1

Tas

sa(t) +was(t)

(14)

式中 Tgb、Tab、Tgs 和 Tas 为一阶高斯马尔可夫过程的相关时间，wgb(t)、wab(t)、wgs(t)和 was(t)

为一阶高斯马尔可夫过程的驱动白噪声。2将式 (11)∼(13) 的展开式和式 (14) 代入式 (10)，可得 F(t)

矩阵（见附录）。

根据 δẋ(t) 的表达式，容易写出3连续时间系统噪声向量 w(t) 和矩阵 G(t)。

w =
[
wT

v wT
ϕ wT

gb wT
ab wT

gs wT
as

]T
(15)

2注意，传感器误差并非一定要建模为一阶高斯马尔可夫过程，实际应用中也有人将其建模为随机游走，甚至随机常数。例如，当建模为随机

常数时，模型为 ḃg = 0，此时不需要设置相应的系统噪声分量。
3注意，系统噪声不能随意加入，而应该根据系统状态方程的推导式确定。例如位置误差微分方程中没有包含传感器误差，则一般情况下不应

该在位置误差分量上加上系统噪声
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E
[
w(t)wT (τ)

]
= q(t)δ(t− τ) (16)

其中 wv 和 wϕ 分别为加速度计和陀螺的测量白噪声
4，wgb(t)、wab(t)、wgs(t) 和 was(t) 为陀螺

和加速度计零偏及比例因子误差建模的驱动白噪声。矩阵 G(t) 和 q(t) 展开式见附录。为方便使用离
散时间卡尔曼滤波的基本方程，需要对式 (10) 进行离散化处理，包括推导离散时间的状态一步转移矩
阵 Φk/k−1 和驱动白噪声的等效离散化（得到 wk）。离散化后的系统状态方程写作

δxk = Φk/k−1δxk−1 +wk−1 (17)

式中，

Φk/k−1 = exp
(∫ tk

tk−1

F(t)dt

)
(18)

wk−1 =

∫ tk

tk−1

Φk/tG(t)w(t)dt (19)

记离散化时间间隔 ∆t = tk − tk−1，当 F(t) 在较短的积分区间 [tk−1, tk] 内变化不太剧烈时，且

设 F(tk−1)∆t ≪ I，则一步转移矩阵式 (18) 可近似为:

Φk/k−1 = exp{F(tk−1)∆t} ≈ I + F(tk−1)∆t (20)

式中 I 为 3× 3 的单位矩阵。式 (19) 表明 wk−1 是关于高斯白噪声 w(t) 的线性变换，其结果仍然

是正态分布的随机向量函数。容易证明

E[wk−1] = 0 (21)

wk−1 的二阶矩 Qk = E[wk−1w
T
k−1]，如下计算

Qk = E


∫ tk

tk−1

Φk/tG(t)w(t)dt

[∫ tk

tk−1

Φk/τG(τ)w(τ)dτ

]T


=

∫ tk

tk−1

Φk/tG(t)q(t)GT (t)ΦT
k/tdt

(22)

同样，当 G(t) 在较短的积分区间 [tk−1, tk] 内变化不太剧烈时，Qk 可简化为梯形积分。

Qk ≈ 1

2

[
Φk/k−1G(tk−1)q(tk−1)GT(tk−1)Φ

T
k/k−1 + G(tk)q(tk)GT(tk)

]
∆t (23)

从上述推导可知 wk 为白噪声序列，(17) 描述的等效离散系统满足离散型卡尔曼滤波的基本方程
要求。

2.2 GNSS 位置观测方程

GNSS定位解算给出的是天线相位中心（或其它参考点）的位置坐标，INS机械编排给出的是 IMU
测量中心的导航结果，二者在物理上不重合（如图 1所示），因此在数据融合解算时需进行杆臂效应改
正。GNSS 天线相位中心与 IMU 测量中心之间的位置转换关系式为：

rn
G = rn

I + D−1
R Cn

b l
b (24)

4此处是一个三维向量，代表三个轴的加速度计测量白噪声，其它符号类同。
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图 1: GNSS 杆臂示意图

D−1
R = diag

([
1

RM + h

1

(RN + h) cosφ −1

]T)
(25)

式 (24) 中 rG 表示 GNSS 天线相位中心的实际位置，rI 表示 IMU 测量中心的实际位置，均用纬
度 φ、经度 λ 和高程 h 的大地坐标表示。lb 为 GNSS 天线的杆臂向量，即 IMU 测量中心指向 GNSS
天线相位中心的向量在 b 系下的投影（如图 1所示）。lb 可以通过精密测量手段进行测量标定，一般认

为其误差可以忽略。

在实际导航应用中，考虑各导航状态的误差，式 (24) 可写作

r̂n
G = r̂n

I + D−1
R Ĉn

b l
b (26)

式中带上标ˆ的变量表示带有误差的计算值。r̂I 为惯导解算的 IMU 中心位置向量，r̂G 为惯导推

算的 GNSS 天线相位中心的位置向量，Ĉn
b 为惯导解算的姿态矩阵。在上式扰动分析时忽略了位置误差

对矩阵 D−1
R 的影响，因为其影响非常小。回顾误差扰动分析，将姿态误差的定义式重写如下5

Ĉn
b = [I − (ϕ×)]Cn

b (27)

r̂n
I = rn

I + D−1
R δrn (28)

将式 (24)、(27) 和 (28) 代入式 (26)，整理可得

r̂n
G = rn

I + D−1
R δrn + D−1

R [I − (ϕ×)]Cn
b l

b

= rn
G + D−1

R δrn + D−1
R

[
(Cn

b l
b)× ϕ

] (29)

GNSS 定位解算得到的 GNSS 天线相位中心的位置表示为：

r̃n
G = rn

G − D−1
R nr (30)

式中，上标˜表示为观测值，r̃n
G 为 GNSS 位置观测量，nr 为 GNSS 的位置误差6。一般地，为简

化处理常将 GNSS 位置测量值的误差建模为高斯白噪声序列，即 nr,k ∼ N(0,Rk)，Rk = E[nr,kn
T
r,k]。

5注意，惯导位置误差式中矩阵 D−1
R 的作用是将 n 系下的北向、东向和垂向位置差异（单位 m）转化为纬度、经度和高程分量的差异。

6式中，观测噪声 n 前面的符号取负只是为了使得后面观测方程中观测噪声符号为正。其实此处也可以取正号，因为在使用卡尔曼滤波解算

时，只需要噪声的方程阵。
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观测误差的方差 Rk 一般可从 GNSS 定位解算程序/软件中得到。
因此，对应的观测向量表示为 INS 推算的位置与 GNSS 位置观测之差，易得

δzr = DR (r̂n
G − r̃n

G)

≈ δrn + (Cn
b l

b)× ϕ+ nr

(31)

因此，GNSS 位置观测方程可写作如下形式

δzr = Hrδx+ nr (32)

式中

Hr =
[
I3 03 (Cn

b l
b×) 03 03 03 03

]
(33)

实际解算时，观测矩阵 Hr 中的 Cn
b 用最新时刻的惯导姿态 Ĉn

b 进行赋值。

2.3 GNSS 速度观测方程

GNSS 利用多普勒观测值可以解算出天线相位中心处的三维速度观测值 vn
G。IMU 中心与 GNSS

天线相位中心之间的速度转换关系为：

vn
G = vn

I − (ωn
in×)Cn

b l
b − Cn

b (l
b × ωb

ib) (34)

式中，vn
I 和 vn

G 分别表示 IMU 中心和 GNSS 天线相位中心的实际速度向量，ωn
in 表示 n 系相对

于 i 系的转动角速度向量在 n 系下的投影，(ωn
in×) 表示向量 ωn

in 对应的反对称矩阵；ωb
ib 为陀螺理论

输出角速度向量。对于普通运动场景，只要速度和杆臂不是特别大，等式右边第二项 (ωn
in×)Cn

b l
b 的幅

值很小，很多情况下都可直接忽略7。在实际导航应用中，式 (34) 可写作

v̂n
G = v̂n

I − (ωn
in×)Ĉn

b l
b − Ĉn

b (l
b × ω̂b

ib) (35)

回顾惯导速度误差和陀螺角速度测量误差的定义

v̂n
I = vn

I + δvn (36)

ω̂b
ib = ωb

ib + δωb
ib (37)

δωb
ib = bg + diag(ωb

ib)sg +wϕ (38)

式中，bg 为陀螺零偏，sg = [sg,x, sg,y, sg,z]
T
为陀螺比例因子误差向量，wϕ 为陀螺测量白噪声。

将式 (27)、(36) 和 (37) 代入式 (35)，省略关于误差的二阶项，整理可得

v̂n
G = vn

I + δvn − (ωn
in×) [I − (ϕ×)]Cn

b l
b − [I − (ϕ×)]Cn

b [l
b × (ωb

ib + δωb
ib)]

≈ vn
G + δvn − (ωn

in×)(Cn
b l

b×)ϕ−
[
Cn

b (l
b × ωb

ib)
]
× ϕ− Cn

b (l
b×)δωb

ib

(39)

GNSS 解算的天线相位中心速度（GNSS 速度观测值）为：

ṽn
G = vn

G − nv (40)
7为了推导的完备性，本讲义仍保留了此项，但忽略角速度向量 ωn

in 误差的影响。

6
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速度观测向量可表示为 INS 推算的速度与 GNSS 解算的速度之差：

δzv = v̂n
G − ṽn

G

= δvn − (ωn
in×)(Cn

b l
b×)ϕ−

[
Cn

b (l
b × ωb

ib)
]
× ϕ− Cn

b (l
b×)δωb

ib + nv

(41)

因此，GNSS 速度观测方程可写作如下形式

δzv = Hvδx+ nv (42)

将式 (38) 代入式 (41)，容易写出相应的观测矩阵 Hv

Hv =
[
03 I3 Hv3 −(Cn

b l
b×) 03 Hv6 03

]
(43)

式中 Hv3 = −(ωn
in×)(Cn

b l
b×)− [Cn

b (l
b × ωb

ib)×]

Hv6 = −Cn
b (l

b×)diag(ωb
ib)

(44)

7
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附 录

F 矩阵展开式

F =



Frr I3×3 0 0 0 0 0
Fvr Fvv [(Cn

b f
b)×] 0 Cn

b 0 Cn
b diag(f b)

Fϕr Fϕv −(ωn
in×) −Cn

b 0 −Cn
b diag(ωb

ib) 0

0 0 0 −1

Tgb

I3×3 0 0 0

0 0 0 0 −1

Tab

I3×3 0 0

0 0 0 0 0 −1

Tgs

I3×3 0

0 0 0 0 0 0 −1

Tas

I3×3


(45)

式中 I3×3 为 3× 3 的单位矩阵。

Frr =


− vD
RM + h

0
vN

RM + h
vE tanφ

RN + h
−vD + vN tanφ

RN + h

vE
RN + h

0 0 0

 (46)

Fvr =


−2vEωe cosφ

RM + h
− v2E sec2 φ

(RM + h)(RN + h)
0

vNvD
(RM + h)2

− v2E tanφ

(RN + h)2

2ωe(vN cosφ− vD sinφ)

RM + h
+

vNvE sec2 φ
(RM + h)(RN + h)

0
vEvD + vNvE tanφ

(RN + h)2

2ωevE sinφ

RM + h
0 − v2E

(RN + h)2
− v2N

(RM + h)2
+

2gp√
RMRN + h

 (47)

Fvv =


vD

RM + h
−2

(
ωe sinφ+

vE tanφ

RN + h

)
vN

RM + h

2ωe sinφ+
vE tanφ

RN + h

vD + vN tanφ

RN + h
2ωe cosφ+

vE
RN + h

− 2vN
RM + h

−2

(
ωe cosφ+

vE
RN + h

)
0

 (48)

Fϕr =


− ωe sinφ

RM + h
0

vE
(RN + h)2

0 0 − vN
(RM + h)2

−ωe cosφ
RM + h

− vE sec2 φ
(RM + h)(RN + h)

0 − vE tanφ

(RN + h)2

 , Fϕv =


0

1

RN + h
0

− 1

RM + h
0 0

0 − tanφ

RN + h
0

 (49)

q 矩阵

连续时间系统噪声方差阵 q(t)（也称功率谱密度矩阵），虽然写成时间 t 的函数，一般情况下是常

值矩阵，由 IMU 的传感器误差模型参数决定。特别注意，不要混淆了矩阵 q(t) 与对应的等效离散化
白噪声的方差阵 Qk。不考虑各轴陀螺和各轴加速度计之间的区别（即认为三轴陀螺误差模型相同，三
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i2 Na
v

DR
AF

T

轴加速度计的误差模型也相同），则有

q
18×18

(t) =



VRW2 I3×3 0 0 0 0 0
0 ARW2 I3×3 0 0 0 0

0 0
2σ2

gb

Tgb

I3×3 0 0 0

0 0 0 2σ2
ab

Tab

I3×3 0 0

0 0 0 0
2σ2

gs

Tgs

I3×3 0

0 0 0 0 0 2σ2
as

Tas

I3×3


(50)

G 矩阵

G
21×18

=



0 0 0 0 0 0
Cn

b 0 0 0 0 0
0 Cn

b 0 0 0 0
0 0 I3×3 0 0 0
0 0 0 I3×3 0 0
0 0 0 0 I3×3 0
0 0 0 0 0 I3×3


(51)

9


	卡尔曼滤波
	GNSS/INS松组合滤波设计
	系统状态方程
	GNSS位置观测方程
	GNSS速度观测方程


